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Predgovor
H-mere, ili mikrolokalne mere defekta, su pocˇetkom devedesetih godina prosˇlog
veka nezavisno uveli Luk Tartar [34] i Patrik Zˇerar [19]. Posˇto su se pojavile u vezi
sa problemima iz teorije homogenizacije, Tartar ih je nazvao H-merama. H-mere
su vrsta Radonovih mera koje opisuju limes kvadratnih izraza L2 funkcija i mere
odstupanje slabe od jake konvergencije. Mere defekta kao mere koje zavise samo
od promenljive x nisu precizno opisivale efekte koji zavise od odred¯enog pravca u
prostoru.
Preciznije, neka je Ω ⊂ Rd otvoren skup i neka je (uk)k∈N ogranicˇen niz u
L2loc(Ω) tako da uk ⇀ u slabo u L
2
loc. Zanima nas opis gubitka jake kompaktnosti u
L2loc(Ω) skupa {u,uk : k ∈N}. Prvi odgovor na ovo pitanje nam pruzˇa pojam mere
defekta. Niz
νk = |uk−u|2
je ogranicˇen u L1loc(Ω), pa mozˇemo pretpostaviti da slabo konvergira ka Radonovoj
meri ν , koju zovemo merom defekta za (uk). Nosacˇ od ν je skup tacˇaka u Ω gde
uk ne konvergira ka u u jakoj topologiji u L2. Odnosno, ovako imamo nacˇin da
klasifikujemo defekt kompaktnosti.
Na primer, ako je uk(x) = eikx·ξ0 , gde je ξ0 ∈Rd\{0}, onda je ν Lebegova mera
i do defekta dolazi zbog oscilovanja niza (uk). Kako se oscilacije desˇavaju skoro
svuda na Ω , onda je defekt prisutan svuda u Ω (nedostatak jake konvergencije).
Dalje, ako je uk(x) = (2pik)d/2e−k|x−x0|
2/2, onda je ν Dirakova mera u x0 i do de-
fekta dolazi zbog efekta koncentracije niza oko tacˇke x0. H-mere ili mikrolokalne
mere defekta nam daju detaljnije informacije o gubitku kompaktnosti. U slucˇaju
prvog niza pridruzˇena mikrolokalna mera defekta µ je u obliku µ = dx⊗δξ0/|ξ0|,
to jest imamo proizvod Lebegove mere na Ω⊂ Rd i Dirakove mere na sferi Sd−1.
Njena projekcija na Ω je mera ν , ali su nizovi koji osciluju sada bolje opisani.
H-mere su neprekidna, linearna preslikavanja na Cc(Rd)⊗C(Sd−1), gde je
Cc(Rd) prostor neprekidnih funkcija sa kompaktnim nosacˇem u Rd , a C(Sd−1) je
prostor neprekidnih funkcija na jedinicˇnoj sferi Sd−1 u Rd . Preciznije, za slabo
konvergentan niz un ⇀ 0 u L2loc(R
d) postoji Radonova mera µ tako da za sve
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dξ = 〈µ,ϕ1ϕ¯2⊗ψ〉, (1)
gdeF oznacˇava Furijeovu transformaciju.
H-mere se uglavnom primenjuju u problemima koji se odnose na hiperbolicˇne
parcijalne diferencijalne jednacˇine. Na primer, u radu [5] je dobijena L1loc prekom-
paktnost za resˇenja difuziono-disperzione aproksimacije za skalarni zakon odrzˇanja.
Takod¯e se H-mere primenjuju i u parabolicˇnim (npr. u radu [10]) i ultraparabolicˇnim
(rad [27]) problemima.
H-distribucije koje su uvedene u radovima [11], odnosno, [7] uopsˇtavaju kon-
cept H-mera sa L2 na Lp, p 6= 2 i prostore Soboljeva, redom. U dokazu postojanja
H-distribucija koristi se Hermander-Mihlinova teorema i test funkcije po ξ imaju
vec´u regularnost. Naime, ψ ∈Cκ(Sd−1) za κ = [d/2]+1.
Da bismo konstruisali H-distribuciju za par nizova u dualnim prostorima Sobo-
ljeva u radu [7] koristimo test funkcije ϕ ∈ S (Rd) (na taj nacˇin nosacˇ ne mora
da bude kompaktan). U ovom slucˇaju H-distribucije su funkcionele na S (Rd)⊗
Cκ(Sd−1) i pripadaju prostoru koji oznacˇavamo saSE ′(Rd×Sd−1) i cˇija topologi-
ja je opisana u radu [7]. Navedimo teoremu o postojanju H-distribucija (kao u radu
[7]):
ako un ⇀ 0 u W−k,p(Rd) i vn ⇀ 0 u W k,q(Rd), onda postoje podnizovi (un′),(vn′)




〈Aψ(ϕ1un′) , ϕ2vn′〉= lim
n′→∞
〈ϕ1un′ ,Aψ(ϕ2vn′)〉= 〈µ,ϕ1ϕ¯2⊗ψ〉, (2)
gde je Aψ(u) = F−1(ψFu). Sˇtavisˇe, u [7] moguc´nost stroge konvergencije
datog slabo konvergentnog niza un ⇀ 0 u W−k,p(Rd) se testira preko svih nizova
vn ⇀ 0 u W k,q(Rd).
U radu [8] funkcija ψ nije ogranicˇena. Zato koristimo odgovarajuc´u klasu
pseudo-diferencijalnih operatora da bismo imali ogranicˇenost operatora
Aψ : W k+m,q(Rd)→W k,q(Rd),
pri cˇemu je cilj da pretpostavke za regularnost funkcije ψ budu minimalne. Sada
se jaka konvergencija niza un ⇀ 0 u W−k,p(Rd) testira za sve nizove vn ⇀ 0 u
W k+m,q(Rd) i za pozitivne m vazˇi da je W k+m,q(Rd)⊂W k,q(Rd).
Disertacija se sastoji iz cˇetiri dela. U prvom delu uvodimo potrebne defini-
cije i tvrd¯enja. U drugom delu je dokazana teorema o postojanju H-mera i nave-
dene su osnovne osobine H-mera. U ovom delu pokazujemo i zasˇto nam H-mere
daju poboljsˇanje u teoriji kompenzovane kompaktnosti. Dali smo i kratak opis
5Zˇerarovog pristupa preko klasicˇne teorije pseudo-diferencijalnih operatora. Trec´i
deo predstavlja rezultate dobijene u radu [7]. Uvode se H-distribucije za nizove
u dualnim prostorima Soboljeva, pokazuje se lokalizacijski princip i navedena je
primena na slabo konvergentna resˇenja odred¯ene klase parcijalnih diferencijalnih
jednacˇina. Takod¯e dajemo i opis prostora SE (Rd ×Sd−1). Na kraju trec´e glave
pokazujemo da je za slabo konvergentne nizove uD ′Lp−DLq prostorima pridruzˇena
H-distribucija jednaka nuli. Dalje su predstavljene osobine u vezi sa prostorima
DLq , odnosno predstavljeni su rezultati iz rada [6]. U cˇetvrtom delu konstruisˇemo
H-distribucije sa neogranicˇenim simbolom (mnozˇiocem) ψ (rezultati iz rada [8]).
Klasu pseudo-diferencijalnih operatora posmatramo kao bilinearna preslikavanja
i dokazujemo neprekidnost u odnosu na odred¯enu klasu simbola, pri cˇemu pret-
postavljamo da su simboli (mnozˇioci) konacˇne regularnosti. Pomoc´u Teoreme
10.7 u [40] analiziramo klase ovih simbola. Dajemo dokaz navedene teoreme, sa
objasˇnjenjima detalja, odnosno ocena koje su potrebne za dokaz neprekidnosti u
odnosu na simbole konacˇne regularnosti. Definisˇemo klase mnozˇilaca za koje kas-
nije dajemo teoreme o postojanju H-distribucija. Takod¯e dokazujemo i kompak-
tnost odgovarajuc´ih komutatora, sˇto nam je potrebno u konstrukciji H-distribucija.
Rezultati su primenjeni na klasu parcijalnih diferencijalnih jednacˇina reda m ∈ N,
sa koeficijentima u S (Rd), pri cˇemu je za jednacˇinu dat niz slabo konvergetnih
resˇenja.
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U ovom poglavlju uvodimo oznake koje c´emo koristiti u disertaciji. Takod¯e
navodimo definicije i poznate rezultate u vezi sa prostorima Soboljeva, Furijeovim
mnozˇiocima i pseudo-diferencijalnim operatorima.
1.1 Oznake i osnovne definicije
SaR,N iC oznacˇavamo, redom, skupove realnih, prirodnih i kompleksnih brojeva.
Sa N0 oznacˇavamo skup N∪{0}.
Ako x = (x1, . . . ,xd) ∈ Rd , onda je norma vektora x definisana sa |x| = (x21 +
· · ·+ x2d)1/2. Za x,ξ ∈ Rd i multi-indekse α = (α1, . . . ,αd) i β = (β1, . . . ,βd)
koristimo standardne oznake:
• 〈x〉s = (1+ |x|2)s/2, s ∈ R,
• |α|= α1+ . . .αd ,
• α+β = (α1+β1, . . . ,αd +βd),
• α ≤ β ⇐⇒ αi ≤ βi, 1≤ i≤ d.
Zatim, ∂αx = ∂
α1






x1 . . .D
αd
xd , gde je Dxi = −i∂/∂xi , 1 ≤ i ≤ d.
Skalarni proizvod vektora x i ξ je dat sa x ·ξ = x1ξ1+ . . .xdξd . Koristimo i oznaku
d¯ξ = (2pi)−ddξ .
Navodimo josˇ i definicije jake, slabe i slabe zvezda konvergencije u Bana-
hovom prostoru. Neka je (E,‖ · ‖E) Banahov prostor i E ′ njegov dualan prostor.
Definicija 1.1.1 (Jaka konvergencija) Neka x ∈ E (respektivno f ∈ E ′) i neka je
(xn) ⊂ E (respektivno( fn) ⊂ E ′). Kazˇemo da (xn) (respektivno ( fn)) jako konver-
gira ka x u E (respektivno f u E ′) i pisˇemo xn→ x (respektivno fn→ f ) ako
lim
n→∞‖xn− x‖E = 0, (respektivno limn→∞‖ fn− f‖E ′ = 0).
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Definicija 1.1.2 (Slaba konvergencija u E) Neka x ∈ E i (xn) ⊂ E. Kazˇemo da
(xn) slabo konvergira ka x u E i pisˇemo xn ⇀ x ako
〈 f ,xn〉 → 〈 f ,x〉, n→ ∞,
za sve f ∈ E ′.
Definicija 1.1.3 (Slaba-? konvergencija) Neka f ∈ E ′ i ( fn)⊂ E ′. Kazˇemo da ( fn)
slabo-? konvergira ka f u E ′ i pisˇemo fn
?
⇀ f ako
〈 fn,x〉 → 〈 f ,x〉
za sve x ∈ E.
Vazˇe sledec´a tvrd¯enja (za detalje pogledati [17]).
Teorema 1.1.4 Ako je (xn) ogranicˇen niz u refleksivnom Banahovom prostoru,
onda postoji slabo konvergentan podniz od (xn).
Teorema 1.1.5 (Alaoglu) Ako je ( fn)⊂ E ′ ogranicˇen u E ′ i ako je E separabilan
Banahov prostor, onda postoji slabo - ? konvergentan podniz datog niza.
Teorema 1.1.6 Pretpostavimo da xn ⇀ x (resp. fn
?
⇀ f ) u E (resp. E ′). Tada je
(xn) (resp. ( fn)) ogranicˇen niz u E (resp. E ′).
1.2 Prostori funkcija i distribucija
Neka je Ω⊂Rd otvoren skup. Za funkciju f :Ω→C definisˇemo nosacˇ na sledec´i
nacˇin
supp f := {x ∈Ω : f (x) 6= 0}.
Navedimo sada prostore funkcija koje c´emo koristiti.
• Sa C(Ω) oznacˇavamo prostor neprekidnih funkcija na Ω.
• Sa Ck(Ω), k ∈ N oznacˇavamo prostor k-puta neprekidno diferencijabilnih
funkcija na Ω.





• Cc(Ω) je prostor neprekidnih funkcija sa kompaktnim nosacˇem.
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• Sa C∞c (Ω) (ili D(Ω)) oznacˇavamo prostor C∞-funkcija f : Ω→ C sa kom-
paktnim nosacˇem.
• Sa C0(Ω) oznacˇavamo prostor neprekidnih funkcija koje konvergiraju ka
nuli u beskonacˇnosti.
Sa S (Rd) oznacˇavamo prostor brzo opadajuc´ih funkcija. Dajemo i preciznu
definiciju.
Definicija 1.2.1 Prostor brzo opadajuc´ih funkcija S (Rd) definisˇemo na sledec´i
nacˇin:
S (Rd) = {ϕ ∈C∞(Rd) : sup
x∈Rd
|xα(∂ βϕ)(x)|< ∞, ∀α,β ∈ Nd0}.
Na prostoruS (Rd) uvodimo semi-norme za α,β ∈ Nd0
|ϕ|α,β := sup
x∈Rd
|xα(∂ βϕ)(x)| . (1.1)
Sa ovako uvedenim semi-normamaS (Rd) postaje Fresˇeov prostor, odnosno metri-
zabilan i kompletan prostor.
Dalje, sa D ′(Rd) oznacˇavamo prostor distribucija, to jest linearnih preslika-
vanja u : D(Rd)→ C, odnosno u : ϕ 7→ 〈u,ϕ〉 tako da za svaki kompaktan skup






za sve ϕ ∈D(Rd) tako da je suppϕ ⊂ K.
Sa S ′(Rd) oznacˇavamo prostor temperiranih distribucija, odnosno skup lin-
earnih, neprekidnih funkcionela na prostoru brzo opadajuc´ih funkcijaS (Rd). Pre-
ciznije,
Definicija 1.2.2 Funkcionela u :S (Rd)→C je temperirana distribucija ako vazˇe
uslovi:
1. u je linearna;
2. u je neprekidna naS (Rd), odnosno postoji k ∈N0 i postoji c > 0 tako da je
|〈u,ϕ〉| ≤ c ∑
|α|,|β |≤k
|ϕ|α,β , ϕ ∈S (Rd).
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1.2.1 Prostori Soboljeva, Beselovi prostori
Neka je Ω⊂ Rd otvoren skup.
Definicija 1.2.3 Za 1≤ p < ∞ definisˇemo
Lp(Ω) = { f : Ω→ C |
∫
Ω








Definicija 1.2.4 Za p = ∞ definisˇemo
L∞(Ω) =
{




‖ f‖∞ = inf{C : | f (x)| ≤C za skoro sve x ∈Ω}.
Furijeovu transformaciju funkcije f ∈ L1(Rd) definisˇemo sa




Inverzna Furijeova transformacija je data sa
F−1(u)(x) = u(x) = (2pi)−d
∫
Rd
eix·ξ uˆ(ξ )dξ , x ∈ Rd.
Furijeova transformacija je linearni topolosˇki izomorfizam, to jest. linearno, bi-
jektivno, neprekidno preslikavanje sa neprekidnim inverzom iz S (Rd) (odnosno
S ′(Rd)) u sebe.
Za sve 1 ≤ p ≤ ∞ prostori Lp(Ω) su Banahovi i refleskivni su za 1 < p < ∞,
a za 1 ≤ p < ∞ su i separabilni. Ako je 1 ≤ p < ∞, onda je dual prostora Lp(Ω)
prostor Lq(Ω), gde je 1/p+ 1/q = 1. Preciznije, vazˇi sledec´a teorema (za dokaz
pogledati [15]).
Teorema 1.2.5 (Risova teorema o reprezentaciji) Neka je 1 ≤ q < ∞, 1/p+




gϕdx za sve ϕ ∈ Lq(Ω).
Vazˇi da je ‖g‖Lp(Ω) = ‖ f‖(Lq(Ω))′ .
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Iz Definicije 1.1.2 i Teoreme 1.2.5 sledi da niz ( fn) u Lp(Ω) slabo konvergira ka





fϕdx za sve ϕ ∈ Lq(Ω), 1/p+1/q = 1.





fϕdx za sve ϕ ∈ L1(Ω).
Kako prostor L1(Ω) nije refleksivan, ogranicˇeni nizovi ne moraju da imaju
slabo konvergentne podnizove (Teorema 1.1.4).
Primer 1.2.6 Niz nχ(0, 1n ) je ogranicˇen u L




), n ∈ N. Dati niz nema slabo konverentan podniz. U suprotnom,
ako je nkχ(0, 1n k), k ∈ N konvergentan podniz datog niza, onda vazˇi nkχ(0, 1n k) ⇀ 0,
sˇto je u suprotnosti sa
∫
nχ(0, 1n ) = 1, n ∈ N.
Nedostatak slabe kompaktnosti, odnosno nedostatak osobine da ogranicˇeni nizovi
imaju slabo konvergentne podnizove, za prostor L1(Ω) se prevazilazi ako se L1(Ω)
posmatra kao podskup prostora konacˇnih Radonovih mera koje menjaju znak.
Podsetimo se prvo pojmova lokalno kompaktnog topolosˇkog prostora, Hauzdor-
fovog prostora, σ -kompaktnog prostora i Radonove mere. Definicije i tvrd¯enja
dajemo za opsˇte topolosˇke prostore (X ,τ).
Definicija 1.2.7 Topolosˇki prostor (X ,τ) je Hauzdorfov ako za svake dve tacˇke
x,y ∈ X takve da je x 6= y postoje otvoreni skupovi U i V tako da x ∈U, y ∈ V i
U ∩V = /0.
Definicija 1.2.8 Topolosˇki prostor (X ,τ) je lokalno kompaktan ako svaka tacˇka u
X ima kompaktnu okolinu.
Definicija 1.2.9 Topolosˇki prostor (X ,τ) je σ -kompaktan ako mozˇe da se pred-
stavi kao unija prebrojivo mnogo kompaktnih potprostora.
Sada definisˇemo Radonovu meru. Za detalje u vezi sa Radonovim merama i
dokaze narednih teorema preporucˇujemo knjigu [30].
Definicija 1.2.10 (Radonova mera) Neka je X lokalno kompaktan, Hauzdorfov
prostor, koji je i σ -kompaktan i neka je B Borelova σ -algebra na X. Radonova
mera je mera µ :B→ R+ sa sledec´im osobinama:
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1. (Lokalna konacˇnost) Za svaki kompaktan podskup K od X je µ(K) konacˇan
broj;
2. (Spoljasˇnja regularnost) Za svaki Borelov skup E u X je µ(E) = inf{µ(U) :
E ⊂U, U otvoren };
3. (Unutrasˇnja regularnost) Za svaki Borelov skup E u X je µ(E)= sup{µ(K) :
K ⊂ E, K kompaktan}.
Linearna funkcionela L na Cc(X)→ R je pozitivna ako je L( f )≥ 0 za sve f ≥ 0.
Teorema 1.2.11 Neka je X lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor koji je takod¯e i
σ -kompaktan. Neka je L : Cc(X)→R pozitivna linearna funkcionela. Tada postoji
jedinstvena Radonova mera µ na X tako da je
L( f ) =
∫
X
f dµ, za sve f ∈Cc(X).
Radonovu meru koja menja znak na σ -kompaktnom, lokalno kompaktnom Haus-
dorfovom prostoru X definisˇemo kao Borelovu meru koja menja znak i cˇiji poziti-
van i negativan deo su takod¯e Radonove mere (detalji se mogu nac´i u [30]).
Teorema 1.2.12 (Risova teorema o reprezentaciji za mere koje menjaju znak)
Neka je X lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor koji je takod¯e i σ -kompaktan.
Neka je L : Cc(X)→ R neprekidna linearna funkcionela. Tada postoji jedinstvena
konacˇna Radonova mera µ na X, koja menja znak, tako da je
L( f ) =
∫
X
f dµ, za sve f ∈Cc(X).
Teorema 1.2.13 (Dual prostora C0(X)) Neka je X lokalno kompaktan, Hauzdor-
fov, σ -kompaktan prostor i L neprekidna linearna funkcionela na C0(X). Tada
postoji jedinstvena konacˇna Radonova mera µ , koja menja znak, tako da je
L( f ) =
∫
X
f dµ, za sve f ∈C0(X).
Neka je M (X) prostor mera iz Teoreme 1.2.13. Neka je X = Ω, gde je Ω ⊂
Rd otvoren skup. Prostor M (Ω) snabdeven normom totalne varijacije, datom sa
‖µ‖M (Ω) = |µ|(Ω), postaje Banahov prostor. Kako je (C0(Ω))′ =M (Ω), imamo







f dµ, za sve f ∈C0(Ω).
Kako je ‖ f‖L1 = ‖ f dx‖M (Ω), gde je dx Lebegova mera na Ω, svaki ogranicˇen
L1(Ω) niz ima slabo-? konvergentan podniz uM (Ω).
Navodimo dalje Helderovu i Jangovu nejednakost, posˇto c´emo ih koristiti u
nastavku.
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Teorema 1.2.14 (Helderova nejednakost) Neka je 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(Ω), g ∈
Lq(Ω), 1/p+1/q = 1. Tada f g ∈ L1(Ω) i∫
Ω
| f (x)g(x)|dx≤ ‖ f‖Lp‖g‖Lq. (1.2)
Teorema 1.2.15 (Jangova nejednakost) Neka f ∈ Lp(Rd), g ∈ Lq(Rd) i 1≤ p≤
∞, 1≤ q≤ ∞, 1r = 1p + 1q −1≥ 0. Tada konvolucija f ∗g ∈ Lr(Rd) i
‖ f ∗g‖r ≤ ‖ f‖p‖g‖q. (1.3)
Dakle, za r = p,q = 1 dobijamo ‖ f ∗g‖p ≤ ‖ f‖p‖g‖1, sˇto c´emo koristiti kasnije u
drugom delu dokaza Teoreme 4.3.4.
Uvodimo dalje distribucije koje se lokalno ponasˇaju kao elementi od Lp(Ω).
Definicija 1.2.16 Neka je 1≤ p≤∞. Sa Lploc(Ω) oznacˇavamo prostor distribucija
u ∈ D ′(Ω) tako da ϕu ∈ Lp(Ω) za sve ϕ ∈C∞c (Ω). Prostor Lploc(Ω) snabdevamo
topologijom definisanom familijom semi-normi u 7→ ‖ϕu‖Lp , ϕ ∈C∞c (Ω).
Dalje navodimo definiciju i osobine prostora Soboljeva (dokazi se mogu nac´i
u [3]).










gαϕ, ∀ϕ ∈C∞c (Ω)
}
.
Za u ∈W k,q(Ω) definisˇemo Dαu = gα . Na prostoru W k,q(Ω) definisˇemo normu






Teorema 1.2.18 Prostor W k,p(Ω) je Banahov za svako 1 ≤ p ≤ ∞. W k,p(Ω) je
refleksivan za 1 < p < ∞ i separabilan je za 1≤ p < ∞.
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odnosno Hk(Ω) je Hilbertov prostor.





je izometricˇno izomorfan sa Banahovim prostorom koji se sastoji od distribu-
cija u ∈ S ′(Rd) koje su u obliku u = ∑
|α|≤k












Za visˇe detalja upuc´ujemo na knjigu [3], Teorema 3.10, str. 50.
Definisˇemo i Beselove prostore H ps (Rd).
Definicija 1.2.19 Neka je 1≤ p < ∞, s ∈ R. Tada je
H ps (Rd) := {u ∈S ′(Rd) :F−1(〈ξ 〉sFu) ∈ Lp(Rd)}.
Prostor H ps (Rd) je Banahov sa normom ‖u‖s,p = ‖F−1(〈ξ 〉sFu)‖Lp .
Vazˇi (H ps (Rd))′ = H
q
−s(Rd), za q = p/(p− 1), videti [3]. Takod¯e je i H pk (Rd) =
W k,p(Rd) za k ∈ N0 i 1≤ p < ∞ (pogledati [2]).
Na Hs(Rd) = H2s (Rd), s ∈ R, uvodimo unutrasˇnji proizvod
(u,v)Hs =
∫




〈ξ 〉2s|F (ξ )|2dξ , (1.5)
pri cˇemu su norme (1.4) i (1.5) ekvivalentne, kad je s ∈ N0. Prostor Hs(Rd) je
Hilbertov, za sve s ∈ R. Prema Plansˇerelovoj teoremi za u ∈ S ′(Rd) vazˇi da
u∈ L2(Rd)⇔Fu∈ L2(Rd), pa sledi da je H0(Rd)= L2(Rd). Za t ≤ s iz definicije
sledi da je Hs(Rd)⊂ Ht(Rd) i injekcija iz Hs(Rd) u Ht(Rd) je neprekidna.
Definicija 1.2.20 Neka je F zatvoreni podskup od Rd i s ∈R. Sa HsF(Rd) oznacˇa-
vamo potprostor od Hs cˇiji elementi imaju nosacˇ u F. Prostor HsF(Rd) je zatvoren
potprostor u Hs i snabdevamo ga indukovanom strukturom Hilbertovog prostora
Hs.
1.3 Kompaktni operatori
Podsetimo se (detalji se mogu nac´i u [29]), kompaktan operator je linearan op-
erator L iz Banahovog prostora X u Banahov prostor Y , tako da je slika svakog
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ogranicˇenog podskupa u X relativno kompaktan podksup u Y (relativno kom-
paktan podskup je podksup koji ima kompaktno zatvorenje). Ovakav operator je
ogranicˇen, pa je i neprekidan. Mozˇe se pokazati da je ovakva definicija kompak-
tnog operatora ekvivalentna sa tvrd¯enjem da za svaki niz (xn) u jedinicˇnoj lopti u X
niz (T xn) ima Kosˇijev podniz u Y . Sa K (X ,Y ) oznacˇavamo prostor kompaktnih
operatora iz X u Y .
Navodimo Relihovu teoremu, koju c´emo cˇesto koristiti u nastavku.
Teorema 1.3.1 (Relih) Neka su s, t ∈ R tako da je s > t i neka je K kompaktan
podskup u Rn. Tada je injekcija HsK(Rn)→ HtK(Rn) kompaktna.
Ako su X i Y Banahovi prostori, onda sa L (X ,Y ) oznacˇavamo prostor lin-
earnih, neprekidnih preslikavanja iz X u Y . Vazˇi sledec´a teorema.
Teorema 1.3.2 Neka su X i Y Banahovi prostori i neka T ∈ L (X ,Y ). Ako su
Tn,n ∈N kompaktni operatori i ako Tn→ T u normi, onda je i T kompaktan oper-
ator.
Neka jeH Hilbertov prostor.
Definicija 1.3.3 Operator T ∈L (H ) je Hilbert-Sˇmitov ako i samo ako je tr T ∗T <
∞.
Sa tr T ∗T smo oznacˇili trag operatora T ∗T (definicija traga je data u [29], strana
206). Svaki Hilbert-Sˇmitov operator je kompaktan (Teorema VI.22 u [29]). Sledec´e
tvrd¯enje (Teorema VI.23 u [29]) c´emo korisiti u dokazu komutacijske leme za H-
mere.
Teorema 1.3.4 Neka je (M,M ) merljiv prostor i neka je H = L2(M,dµ). Tada
je A∈L (H) Hilbert-Sˇmitov operator ako i samo ako postoji funkcija K ∈ L2(M×
M) tako da je (A f )(x) =
∫
K(x,y) f (y)dµ .
1.4 Furijeovi mnozˇioci
Uvodimo definiciju Furijeovog mnozˇioca. Neka f ∈ S (Rd) i ψ ∈ S ′(Rd). Sa
Aψ( f ) oznacˇavamo konvoluciju (F−1ψ) ∗ f i ovu oznaku c´emo koristiti u nas-
tavku.
Definicija 1.4.1 Neka ψ ∈S ′(Rd) i 1≤ p≤ ∞. Tada je ψ Furijeov mnozˇilac na
Lp(Rd) ako (F−1ψ)∗ f ∈ Lp(Rd) za sve f ∈S (Rd) i ako je
sup
‖ f‖Lp=1
‖F−1ψ ∗ f‖Lp < ∞.
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Sa Mp(Rd) oznacˇavamo prostor Furijeovih mnozˇilaca na Lp(Rd). Definisˇemo
‖ψ‖Mp = sup‖ f‖Lp=1 ‖(F−1ψ)∗ f‖Lp .
Posˇto je S (Rd) gust u Lp(Rd) (za 1 ≤ p < ∞) preslikavanje iz S (Rd) u Lp(Rd)
dato sa f 7→ (F−1ψ)∗ f mozˇe da se prosˇiri do preslikavanja iz Lp(Rd) u Lp(Rd)
sa istom normom. Vazˇi sledec´e tvrd¯enje (dokaz se mozˇe nac´i u [33]).
Teorema 1.4.2 Neka je 1≤ p≤ ∞. Tada vazˇi:
1. Mp(Rd) je Banahova algebra i ‖ · ‖Mp je norma na Mp(Rd);
2. M2(Rd) = L∞(Rd);
3. Mp(Rd) = Mq(Rd) za 1/p+1/q = 1;
4. M1(Rd)⊂Mp(Rd)⊂M2(Rd).
Primetimo da iz Teoreme 1.4.2 sledi da su Furijeovi mnozˇioci ogranicˇene funkcije
i da je ‖ψ‖∞ ≤ ‖ψ‖Mp .
Dovoljan uslov da funkcija ψ bude u prostoru Mp(Rd) daje nam Mihlinova
teorema (videti [21] i [26]).
Teorema 1.4.3 Neka je 1 < p < ∞, k > d/2 i ψ ∈Ck(Rd\{0}). Ako ψ zadovo-
ljava
|∂αψ(ξ )| ≤ B|ξ |−|α|, |α| ≤ k i |ξ |> ξ0 > 0,
onda ψ ∈Mp(Rd), to jest. postoji konstanta C =C(d, p) tako da je
‖Aψ( f )‖Lp ≤CB‖ f‖Lp, za sve f ∈S (Rd).
Ako je ψ ∈ Cκ(Rd\{0}), κ = [d2 ] + 1, homogena funkcija reda nula (to jest,
ψ(λξ ) = ψ(ξ ), λ > 0), onda ψ ∈ L∞(Rd) i
|∂αψ(ξ )| ≤ B|ξ |−|α|, ξ ∈ Rd\{0}, (1.6)




|ξ |α |∂αψ(ξ )|, sˇto je detaljno obrazlozˇeno u [2, str.
120]). Dakle, ψ zadovoljava uslove Mihlinove teoreme, odnosno ‖ψ‖Mp ≤CB.
Akoψ ∈Cκ(Sd−1), onda konstanta B u (1.6) mozˇe da se zameni sa ‖ψ‖Cκ (Sd−1).
Mihlinovu teoremu sa konstantom B u takvom obliku c´emo koristiti u dokazu Teo-
reme 3.2.2, videti (3.16).
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1.5 Pseudo-diferencijalni operatori
Koristec´i poznate osobine Furijeove transformacije znamo da za φ ∈S (Rd) vazˇi
F (Dαφ)(ξ ) = ξαFφ(ξ ).




Za opsˇti linerani parcijalni diferencijalni operator sa promenljivim koeficijentima,
to jest. a(x,D) = ∑
|α|≤m
aα(x)Dα iz prethodne formule dobijamo
a(x,D)φ(x) =
∫
eix·ξa(x,ξ )Fφ(ξ )d¯ξ ,
pri cˇemu je simbol ovog operatora polinom po ξ , to jest
a(x,ξ ) = ∑
|α|≤m
aα(x)ξα .
Cilj je prosˇiriti prethodnu formulu na vec´u klasu simbola, koja sadrzˇi josˇ funkcija
pored polinoma. Operatori koji odgovaraju ovim funkcijama ne moraju biti diferen-
cijalni operatori i zovu se pseudo-diferencijalni operatori. Ideja je da se racˇun
operatora zameni racˇunom pripadnih simbola. Prvo uvodimo pojam oscilatornog
integrala.
1.5.1 Jednostavan primer oscilatornog integrala
Pojam oscilatornog integrala je susˇtinski za teoriju pseudo-diferencijalnih ope-
ratora. Furijeova transformacija funkcije (distribucije) temperiranog rasta pred-
stavlja jedan od najjednostavnijih primera oscilatornog integrala. Da bismo obja-
snili ovaj pojam uvesˇc´emo definiciju Furijeove transformacije neprekidnih funkcija
u(x) koje zadovoljavaju sledec´i uslov: postoje konstante C,N > 0 tako da je
|u(x)| ≤C〈x〉N . (1.7)






e−ix·ξu(x)ψ(ξ )dxdξ , ψ(ξ ) ∈S (Rd), (1.8)
pri cˇemu neprekidna funkcija u zadovoljava uslov (1.7). Prikazac´emo nacˇin za
regularizaciju integrala (1.8), odnosno, posˇto u opsˇtem slucˇaju ovaj integral nije
konvergentan, nacˇin da od integrala (1.8) dod¯emo do konvergentnog integrala.
20 Oznake, definicije, tvrd¯enja
Regularizacija.
Neka je k ∈ N i ψ ∈ S (Rd). Pretpostavimo prvo da je u ∈ S (Rd). Neka je
D = (D1, . . . ,Dn) i 〈D〉 = (1+D21 + . . .D2n)1/2. Koristic´emo 〈D〉k, gde je k paran
prirodan broj, pa je 〈D〉k diferencijalni operator. Primetimo da je
e−ix·ξ = 〈x〉−k〈Dξ 〉ke−ix·ξ (1.9)






u(x)ψ(ξ )〈x〉−k〈Dξ 〉ke−ix·ξdxdξ . (1.10)






e−ix·ξ 〈x〉−ku(x)〈Dξ 〉kψ(ξ )dxdξ . (1.11)
Dobijeni integral nije definisan samo za u(x)∈S (Rd) ili za apsolutno integrabilnu
funkciju u(x), vec´ i za funkciju u(x) koja zadovoljava uslov (1.7), kad je k >N+d.
U tom slucˇaju integral (1.11) konvergira apsolutno i posmatramo ga kao regula-
rizaciju integrala (1.8).
Navedenu tehniku regularizacije c´emo koristiti u Glavi 4.
1.5.2 Definicija oscilatornog integrala, prostor simbola
Sada se bavimo integralima koji su u opsˇtijem obliku u odnosu na integral dat






eiΦ(x,ξ )a(x,ξ )u(x)dxdξ , (1.12)
gde je ξ ∈Rd , x∈Ω i u(x)∈C∞c (Ω). FunkcijeΦ i a su, respektivno, fazna funkcija
i simbol i definisane su na sledec´i nacˇin.
Definicija 1.5.1 Kazˇemo da je Φ(x,ξ ) fazna funkcija ako su ispunjeni sledec´i
uslovi
• Φ(x,ξ ) ∈C∞(Ω×Rd\{0}) je realna funkcija;
• Φ(x,ξ ) je pozitivno homogena stepena 1 po ξ , to jest.
Φ(x, tξ ) = tΦ(x,ξ )
za svako x ∈Ω, ξ ∈ Rd i t > 0;
1.5 Pseudo-diferencijalni operatori 21
• Φ(x,ξ ) nema karakteristicˇne tacˇke za ξ 6= 0, odnosno,
0 6= (Φx1, . . . ,Φxd ,Φξ1, . . . ,Φξd)(x,ξ ), za ξ 6= 0.
Sada definisˇemo simbole.
Definicija 1.5.2 Neka su m,ρ,δ ∈ R, 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ δ ≤ 1. Elemente prostora
Smρ,δ (R
d×Rd) zovemo simbolima i to su funkcije a(x,ξ ) ∈C∞(Rd×Rd) takve da
za proizvoljne multiindekse α ∈ Nd0,β ∈ Nd0 postoji konstanta Cα,β > 0 tako da je
|∂αξ ∂ βx a(x,ξ )| ≤Cα,β 〈ξ 〉m−ρ|α|+δ |β |, x,ξ ∈ Rd. (1.13)
Napomena 1.5.3 Umesto Sm1,0(Rd×Rd) pisac´emo Sm. Ovaj prostor zovemo pros-
torom standardnih simbola. Preciznije, a ∈ Sm ako za proizvoljne multi-indekse
α ∈ Nd0,β ∈ Nd0 postoji konstanta Cα,β > 0 tako da je
|∂αξ ∂ βx a(x,ξ )| ≤Cα,β 〈ξ 〉m−|α|, x,ξ ∈ Rd.
Na primer, iz definicije sledi da za sve m ∈ R, 〈ξ 〉m ∈ Sm.






eiΦ(x,ξ )a(x,ξ )u(x)dxdξ ,
za koji vazˇi da a(x,ξ )∈ Smρ,δ (Rd×Rd) iΦ(x,ξ ) je fazna funkcija zove se oscilatorni
integral.
Primer 1.5.5 Direktno iz definicije sledi da ako a(x,ξ )∈ Smρ,δ , onda ∂αξ ∂ βx a(x,ξ )∈
Sm−ρ|α|+δ |β |ρ,δ . Ako vazˇi i da b(x,ξ ) ∈ Sm1ρ,δ , onda je a(x,ξ ) ·b(x,ξ ) ∈ Sm+m1ρ,δ .
Za a(x,ξ ) ∈ Smρ,δ definisˇimo
‖a(x,ξ )‖η = sup
x,θ∈Rd ,|α|<η ,|β |<η
|∂αθ ∂ βx a(x,ξ )|〈ξ 〉−m+ρ|α|−δ |β |.
Tada je ‖ · ‖η , η ∈ N rastuc´i niz semi-normi i definisˇe topologiju sa kojom Smρ,δ
postaje Fresˇeov prostor.




eix·ξa(x,ξ )Fu(ξ )d¯ξ . (1.14)
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Funkciju a, koja je simbol operatora, oznacˇavac´emo i sa σ(Ta). SaΨm oznacˇavamo
prostor svih pseudo-diferencijalnih operatora reda m, to jest. operatora cˇiji su sim-
boli iz klase Smρ,δ .
Poznato je da je kompozicija pseudo-diferencijalnih operatora ponovo pseudo-
diferencijalni operator. Preciznije, vazˇi sledec´a teorema.
Teorema 1.5.6 Neka p1 ∈ Sm1 , p2 ∈ Sm2 i neka su Tp1 i Tp2 pridruzˇeni operatori.
Tada postoji p ∈ Sm1+m2 tako da je Tp1Tp2 = Tp i vazˇi
p(x,ξ ) =
∫ ∫
eiyη p1(x,ξ +η)p2(x+ y,ξ )dyd¯η ,
gde p treba posmatrati kao oscilatorni integral.
Pseudo-diferencijalni operatori imaju i osobinu neprekidnosti, odnosno, ako a ∈
Sm, onda Ta : H
p
s → H ps−m neprekidno. Preciznije, vazˇi sledec´e tvrd¯enje.
Teorema 1.5.7 Neka je T ∈ Ψm pseudo-diferencijalni operator reda m ∈ R, 1 <
p < ∞ i neka je a ∈ Sm simbol za T . Tada je Ta : H ps (Rd)→ H ps−m(Rd) linearno,
neprekidno preslikavanje i vazˇi ocena
‖Tau‖H ps−m ≤C‖u‖H ps .
U nastavku, za x ∈ Rd sa 〈Dx〉 =
√
1−∆ oznacˇavamo pseudo-diferencijalni
operator sa simbolom 〈ξ 〉, odnosno 〈Dx〉 f =
∫
eix·ξ 〈ξ 〉 fˆ (ξ )d¯ξ . Koristic´emo i Pitri-
jevu nejednakost (videti [2]): za sve s ∈ R vazˇi
〈ξ 〉s ≤ 2|s|〈ξ −η〉|s|〈η〉s, ξ ,η ∈ Rd. (1.15)
Za visˇe detalja o pseudo-diferencijalnim operatorima i oscilatnornim integralima
upuc´ujemo na knjige [32] i [38].
Glava 2
H-mere, postojanje i osobine
2.1 Motivacija
Prilikom resˇavanja parcijalnih diferencijalnih jednacˇina korisno je posmatrati
slabu konvergenciju niza. Ilustrovac´emo ovo na primeru Kosˇijevog problema za
kvazi-linearni sistem hiperbolicˇnih zakona odrzˇanja. Preciznije, posmatramo sis-
tem u obliku
ut +[ f (u)]x = 0, (x, t) ∈ R×R+, (2.1)
gde je u = (u1,u2, , . . . ,ud) ∈ Rd, d ≥ 1 nepoznata vektorska funkcija i f (u) =
( f1(u), . . . , fd(u)) je data vektorska funkcija. Ove jednacˇine zovemo zakonima
odrzˇanja. Pretpostavimo da je u klasicˇno resˇenje za (2.1) sa pocˇetnim uslovom
u(x,0) = u0(x). (2.2)
Sa C1c (R×R+) oznacˇavamo klasu C1(R×R+) funkcija φ koje imaju kompaktan
nosacˇ. Ako pomnozˇimo jednacˇinu (2.1) sa φ nakon parcijalne integracije dobijamo∫ ∫
t>0
(uφt + f (u)φx)dxdt+
∫
t=0
u0φdx = 0. (2.3)
Definicija 2.1.1 Ogranicˇena funkcija u∈ Lp, 1< p≤∞, gde je u= u(x, t) je slabo
resˇenje za pocˇetni problem (2.1) sa Lp ogranicˇenim pocˇetnim uslovom u0, ako (2.3)
vazˇi za sve φ ∈C1c (R×R+).
Da bi se dobilo globalno slabo resˇenje za dati zakon odrzˇanja uobicˇajeno je da
se doda parabolicˇki perturbacioni izraz na desnu stranu jednakosti (2.1), odnosno
posmatramo jednacˇinu
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ut +[ f (u)]x = εuxx, (2.4)
gde je ε > 0 konstanta. Prvo mozˇemo dobiti niz resˇenja (uε) Kosˇijevog problema
(2.4), (2.2) za svako fiksirano ε , koristec´i opsˇtu teoremu za parabolicˇne jednacˇine
(za detalje pogledati [24]). Resˇenje koje se tako dobija zove se viskozno resˇenje.
Dalje pretpostavljamo da je niz viskoznih resˇenja (uε) uniformno ogranicˇen u
Lp(1 < p ≤ ∞), sˇto implicira da postoji podniz (uε) ovog niza (na isti nacˇin
oznacˇavamo niz i podniz) tako da
uε(x, t)⇀ u(x, t), slabo u Lp (2.5)
i pod odgovarajuc´im pretpostavkama o f postoji i podniz ( f (uε)) tako da
f (uε(x, t))⇀ l(x, t), slabo. (2.6)
Ako je
l(x, t) = f (u(x, t)), (2.7)
onda je u slabo resˇenje sistema (2.1) sa pocˇetnim uslovom (2.2) kada pustimo da
ε→ 0 u (2.4). Postavlja se pitanje kako mozˇe da se dobije slaba neprekidnost (2.7)
nelinearne funkcije f u odnosu na niz viskoznih resˇenja (uε). Teorija kompenzo-
vane kompaktnosti je jedan od nacˇina da se odgovori na ovo pitanje. Motivacija
za naziv kompenzovana kompaktnost mozˇe da se objasni na sledec´em primeru.
Naime, ako niz funkcija zadovoljava
wε ⇀ w (2.8)
pri cˇemu vazˇi bilo koja od sledec´ih slabih konvergencija
(wε)2+(wε)3 ⇀ w2+w3 ili (wε)2− (wε)3 ⇀ w2−w3 (2.9)
kada ε → 0, onda u opsˇtem slucˇaju {wε : ε > 0} nije kompaktan, to jest. za
neprekidnu funkciju f ne mora da postoji podniz ovog niza tako da f (wε)⇀ f (w).
Med¯utim, ako vazˇe obe konvergencije u (2.9), te ih saberemo, dobijamo da
(wε)2 ⇀ w2, (2.10)
odnosno, ako je f data sa f (x) = x2, onda uslovi (2.9) kompenzuju nedostatak
kompaktnosti niza (wε). U nastavku c´emo videti na koji nacˇin nam H-mere daju
opsˇtiju verziju teoreme o kompenzovanoj kompaktnosti.
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2.2 Postojanje H-mera
Naziv H-mere je uveo Tartar i nastao je zbog problema iz teorije homogenizacije
koji su motivisali njihov nastanak. Zˇerar ih je nazvao mikrolokalne mere defekta,
zato sˇto zavise i od prostorne promenljive x i od promenljive ξ i tako razlikuju
oscilacije slabo konvergentnih nizova sa razlicˇitim frekvencijama. Prvo izlazˇemo
Tartarov pristup, ([34]), a potom Zˇerarov.
U nastavku sa a⊗ b oznacˇavamo kompleksni tenzorski proizvod dva vektora.
Definisˇemo ga kao linearni operator, to jest preslikavanje a⊗b : Cr→ Cr koje je
definisano na sledec´i nacˇin
(a⊗b)v := (v ·b)a,
gde je v ·b = ∑ri=1 vibi kompleksni skalarni proizvod, za a,b,v ∈ Cr. Vazˇi sledec´a
lema.
Lema 2.2.1 Ako je a,b ∈ Cr onda je a⊗b linearni operator ranga 1, za a,b 6= 0.
Za normu ovog operatora vazˇi da je |a⊗b|= |a||b|, matricˇni zapis ovog operatora
je (aib j)i j i za adjungovani operator imamo formulu (a⊗b)∗ = b⊗a.
Dokaz: Linearnost lako sledi iz definicije. Za proizvoljan vektor v ∈ Cr iz Kosˇi-
Sˇvarcove nejednakosti sledi |(a⊗ b)v| = |(v · b)a| ≤ |v||b||a|. Za jedinicˇni vektor
v = b/|b| imamo
|(a⊗b)v|= |b||a|,
pa smo dokazali da je |a⊗b|= |a||b|. Jasno, ako je bilo koji od vektora a i b jednak
nuli, onda je operator jednak nula operatoru, pa posmatramo slucˇaj kada je a 6= 0
i b 6= 0. Tada jednakost (a⊗b)v = (v ·b)a = 0 vazˇi ako i samo ako je v ·b = 0, to
jest ako i samo ako v ∈ {b}⊥. Zato je dimenzija jezgra ovog operatora d− 1, pa
je dimenzija ranga 1. Na mestu (i, j) u matricˇnom zapisu, na osnovu formule za
a⊗b dobijamo
(a⊗b)e j · ei = b jai, 1≤ i, j ≤ r.
Dalje je (a⊗b)v ·u= (v ·b)a ·u= v ·a ·ub= v ·(u ·a)b= v ·(b⊗a)u, pa iz definicije
adjungovanog operatora sledi tvrd¯enje. 2
Operator ovog oblika je seskvilinearan (linearan po prvom, antilinearan po dru-
gom vektoru), odnosno
∀a,b,c ∈ L2(Rd;Rr), ∀λ ∈ C, (a+λb)⊗ c = a⊗ c+λ (b⊗ c),
a⊗ (b+λc) = a⊗b+λ (a⊗ c).
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Definicija 2.2.2 Za Ω⊂Rd i b ∈ L∞(Ω) definisˇemo operator mnozˇenja funkcijom
b, u oznaci Mb, na L2(Ω) tako da za v ∈ L2(Ω) vazˇi Mbv = bv, a za a ∈ L∞(Rd)
definisˇemo Furijeov operator mnozˇenja Pa tako da je za w ∈ L2(Rd)
F (Paw) = MaFw,
odnosno, Pa =F−1MaF .
Primetimo da za v∈L2(Ω) vazˇi da Mbv∈L2(Ω) i ‖Mb‖L (L2(Ω);L2(Ω))= ‖b‖L∞(Ω).
Slicˇno,F (Paw) ∈ L2(Rd) i ‖Pa‖L (L2(Rd);L2(Rd)) = ‖a‖L∞(Rd).
Operator mnozˇenja i Furijeov operator mnozˇenja u opsˇtem slucˇaju ne komuti-
raju. Za dokazivanje teoreme o postojanju H-mere vazˇan rezultat je tzv. komutacij-
ska lema, koja nam daje uslove pod kojima ova dva operatora komutiraju do na
kompaktan operator. Da bismo pokazali komutacijsku lemu treba nam naredna
lema ( iz [34], [35]).
Lema 2.2.3 Ako za b ∈C0(Rd) i a ∈ L∞(Rd) vazˇi
za svako ρ > 0,ε > 0, postoji κ tako da
|ξ 1| ≥ κ, |ξ 2| ≥ κ i |ξ 1−ξ 2| ≤ ρ implicira |a(ξ 1)−a(ξ 2)| ≤ ε, (2.11)
onda je komutator C = [Mb,Pa] = MbPa−PaMb kompaktan operator na L2(Rd).
Dokaz: Na osnovu prethodnih razmatranja sledi da je
‖[Mb,Pa]‖L (L2(Rd);L2(Rd)) ≤ 2‖a‖L∞(Rd)‖b‖L∞(Rd),
odnosno da je komutator neprekidan, linearan operator. Da bismo pokazali da je
C kompaktan dovoljno je pokazati da je C uniformna granica niza kompaktnih
operatora (odakle sledi da i C mora biti kompaktan, kao granica niza kompak-
tnih operatora prema Teoremi 1.3.2). Zato c´emo b uniformno aproksimirati nizom
funkcija (bk) ∈S (Rd) sa osobinom da Fbk ima kompaktan nosacˇ unutar skupa
|ξ | ≤ ρk, tako da odgovarajuc´i operatori Mbk konverigraju ka Mb u operatorskoj
topologiji. Dalje josˇ ostaje da pokazˇemo da je Ck = [Mbk ,Pa] kompaktan.
Da bismo konstruisali (bk) posmatrajmo prvo niz ( fk) u prostoru brzo opadaju-
c´ih funkcija S (Rd) koji uniformno konvergira ka b. Kako je F fk ∈ L1(Rd),
postoji niz gk,n ∈C∞c (Rd) koji konvergira ka F fk u L1(Rd) kad n→ ∞. Sledi da
F−1gk,n konvergira uniformno ka fk. Dijagonalni postupak nam daje niz bk =
F−1gkk koji konvergira ka b i pri tome svakiFbk ima kompaktan nosacˇ.
Neka v ∈ L2(Rd). Koristec´i
F (bkv)(ξ ) =F (bk)∗F (v)(ξ ) =
∫
F (bk)(ξ −η)F (v)(η)dη ,
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dobijamo











(a(η)−a(ξ ))Fbk(ξ −η)F v(η)dη .
Dakle,
F (Ckv)(ξ ) =
∫
Rd
Kk(ξ ,η)F v(η)dη ,
gde je
Kk(ξ ,η) = (a(η)−a(ξ ))Fbk(ξ −η).
Zbog kompaktnih nosacˇa za Fbk posmatramo ξ i η za koje je |ξ −η | ≤ ρk.
Prema uslovu (2.11) za svako ε > 0, pa i za ε = 1/m,m ∈ N i za ρk postoji κ tako
da |ξ | ≥ κ i |η | ≥ κ i |ξ −η | ≤ ρk implicira da je |a(η)−a(ξ )| ≤ 1/m. Uvedimo
oznake
Nk = {(ξ ,η) : |ξ −η | ≤ ρk} i Sk = {(ξ ,η) : |ξ |< κ ili |η |< κ}.
Tada je






Kk(ξ ,η)F v(η)dη ,
gde je sa Sk oznacˇen komplement skupa Sk. Neka je dalje
Xmk v(ξ ) =
∫
Sk∩Nk
Kk(ξ )F v(η)dη i Y mk v(ξ ) =
∫
Sk∩Nk
Kk(ξ ,η)F v(η)dη .
Dakle, ‖F (Ckv)−Xmk v‖L2 = ‖Y mk v‖L2 . Kako na skupu Sk∩Nk vazˇi |a(η)−a(ξ )| ≤
1/m, sledi da
‖Y mk v‖L2 ≤
c
m
→ 0, m→ ∞.
Zakljucˇujemo da je, za fiksirano k, operatorF (Ck) granica niza operatora Xmk , kad
m→ ∞ u operatorskoj normi.
Jezgro operatora Xmk , koji je definisan na Sk∩Nk, je ogranicˇeno i ima kompak-
tan nosacˇ i definisˇe Hilbert-Sˇmitov operator, prema Teoremi 1.3.4. Prema tome,
operatori Xmk su kompaktni, za sve m ∈ N. Dakle, za svako k je operator F (Ck)
granica niza kompaktnih opertora Xmk , kad m→∞, pa je iF (Ck) kompaktan. Sledi
i da su operatori Ck kompaktni, sˇto je i trebalo pokazati. 2
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Da bismo prethodnu lemu mogli da primenimo u nastavku potrebno je da
dokazˇemo narednu lemu.





, onda vazˇi uslov (2.11) iz Leme
2.2.3.
Dokaz: Primetimo da a ∈ L∞(Rd), zato sˇto je ψ neprekidna funkcija na sferi, pa
je ogranicˇena. Treba pokazati da za svako ρ > 0,ε > 0, postoji κ tako da |ξ 1| ≥
κ, |ξ 2| ≥ κ i |ξ 1− ξ 2| ≤ ρ implicira |a(ξ 1)− a(ξ 2)| ≤ ε . Zbog neprekidnosti
funkcije ψ sledi da za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da je |ψ(η1)−ψ(η2)| ≤ ε
za η1,η2 ∈ Sd−1 za |η1−η2| ≤ δ . Dakle, dovoljno je, za date ε,ρ > 0, nac´i κ tako
da |ξ 1|, |ξ 2| ≥ κ i |ξ 1−ξ 2| ≤ ρ implicira
∣∣∣ ξ 1|ξ 1| − ξ 2|ξ 2|∣∣∣≤ δ . Vazˇi∣∣∣ ξ 1|ξ 1| − ξ 2|ξ 2|∣∣∣≤ ∣∣∣ ξ 1|ξ 1| − ξ 2|ξ 1|∣∣∣+ ∣∣∣ ξ 2|ξ 1| − ξ 2|ξ 2|∣∣∣.
Dalje sledi da je∣∣∣ ξ 1|ξ 1| − ξ 2|ξ 1|∣∣∣≤ ρ|ξ 1| ≤ ρκ i ∣∣∣ ξ 2|ξ 1| − ξ 2|ξ 2|∣∣∣= ∣∣∣1− |ξ 2||ξ 1|∣∣∣.
Znamo da je |ξ 1|−ρ ≤ |ξ 2| ≤ |ξ 1|+ρ , pa je∣∣∣1− |ξ 2||ξ 1|∣∣∣≤ ρ|ξ 1| ≤ ρκ .
Dakle, ∣∣∣ ξ 1|ξ 1| − ξ 2|ξ 1|∣∣∣≤ 2ρκ
Ako izaberemo κ ≥ 2ρδ , vidimo da je tvrd¯enje zadovoljeno. 2
Tartar je uveo novu klasu simbola i njima pridruzˇene operatore na sledec´i
nacˇin.
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Ako se T ∈L (L2(Rd);L2(Rd)) mozˇe zapisati u obliku T = Ss+C, gde je C kom-
paktan operator iz L2(Rd) u L2(Rd), onda kazˇemo da T ima simbol s.



























zato sˇto su sume normi komutatora [Mbk ,Pak ] konacˇne i posˇto je svaki komutator




















(F v)(ξ )eix·ξd¯ξ , (2.12)
sˇto znacˇi da Ls zavisi samo od simbola s. U klasicˇnoj teoriji pseudo-diferencijalnih
operatora simbol operatora Ls datog sa (2.12) je glatka funkcija. U nastavku radi
jednostavnosti koristimo drugacˇije oznake, to jest posmatramo operatore A i B na
L2(Rd;Cr) date sa




Fu(ξ ),ξ ∈ Rd\{0},
Bu(x) := b(x)u(x),x ∈ Rd.
Iz prethodnih razmatranja zakljucˇujemo da vazˇi sledec´a lema.
Lema 2.2.6 (Komutacijska lema) Operator C = AB−BA : L2(Rd))→ L2(Rd))
je kompaktan operator (odnosno C ∈K (L2(Rd))).
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Koristic´emo i sledec´u lemu, cˇiji dokaz se mozˇe nac´i u [34].
Lema 2.2.7 Neka su X i Y konacˇno dimenzionalne, lokalno kompaktne, nepreki-
dne mnogostrukosti i neka je B neprekidna bilinearna forma na C(X)×C(Y ). Ako
za f ∈C(X) i g ∈C(Y ) nenegativne vazˇi da je B( f ,g)≥ 0, onda postoji Radonova
mera µ na X×Y tako da za sve f ∈C(X) i g ∈C(Y ) vazˇi sledec´a reprezentacija
B( f ,g) =C′(X×Y ) 〈µ, f ⊗g〉C(X×Y ).
Dokazˇimo teoremu o postojanju H-mera.
Teorema 2.2.8 (Postojanje H-mera) Neka je (un) niz u L2(Rd;Cr), to jest za x ∈
Rd je un(x) = (u1n(x), . . . ,urn(x)) i neka un ⇀ 0 (slabo) u (L2(Rd))r. Tada postoji
podniz (un′ ) i familija kompleksnih Radonovih mera (µi j)1≤i, j≤r na R
d × Sd−1















ϕ1(x)ϕ2(x)ψ(ξ )dµi, j(x,ξ ) = 〈µi j,ϕ1ϕ2ψ〉.
Matricu µ = (µi j)1≤i, j≤r zovemo H-merom koja je pridruzˇena podnizu (un′). Mera




µi jζiζ j ≥ 0 za sve ζ =
(ζ1, . . . ,ζr) ∈ Cr.
Dokaz: Uvedimo oznaku










Koristec´i Plansˇerelovu formulu dobijamo
|Ii, jn | ≤ ‖ϕ1‖∞‖ϕ2‖∞‖ψ‖∞‖uin‖L2‖u jn‖L2.
Kako su (uin) slabo konvergentni u L
2, oni su i ogranicˇeni u L2, odnosno postoji
konstanta C > 0 tako da je ‖uin‖2 ≤C za sve n ∈ N i za sve i = 1, . . . ,r. Stoga je
|Ii, jn (ϕ1,ϕ2,ψ)| ≤C‖ϕ1‖∞‖ϕ2‖∞‖ψ‖∞, (2.13)
odnosno nizovi Ii, jn su ogranicˇeni. Neka je D prebrojiv gust skup u C0(Rd)×
C0(Rd)×C(Sd−1). Pomoc´u Kantorovog dijagonalnog postupka mozˇemo izdvojiti
podniz (un) (koristimo istu oznaku za podniz) tako da
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Ii, jn (ϕ1,ϕ2,ψ)→ Ii j(ϕ1,ϕ2,ψ), n→ ∞ (2.14)
za sve trojke (ϕ1,ϕ2,ψ) ∈ D.
Iz uslova (2.13) zakljucˇujemo da su nizovi Ii jn (ϕ1,ϕ2,ψ) uniformno neprekidni
u odnosu na (ϕ1,ϕ2,ψ)∈C0(Rd)×C0(Rd)×C(Sd−1), pa posˇto je D gust u C0(Rd)×
C0(Rd)×C(Sd−1) zakljucˇujemo da (2.14) vazˇi za sve ϕ1,ϕ2 ∈ C0(Rd) i ψ ∈
C(Sd−1). Pusˇtajuc´i da n→ ∞ u (2.13) zakljucˇujemo da za sve ϕ1,ϕ2,ψ vazˇi
|Ii j(ϕ1,ϕ2,ψ)| ≤C‖ϕ1‖∞‖ϕ2‖∞‖ψ‖∞. (2.15)
Dalje primetimo da je
Ii jn (ϕ1,ϕ2,ψ) = 〈ϕ1uin,A(ϕ2u jn)〉L2, (2.16)






, a 〈·, ·〉2 je skalarni proizvod na L2(Rd). Neka je B operator mnozˇenja sa
ϕ2. Na osnovu Leme 2.2.6 znamo da je operator [A,B] = AB−BA kompaktan, pa
iz u jn ⇀ 0 sledi da [A,B](u
j
n)→ 0 jako u L2(Rd), kada n→ ∞. Dalje primetimo da
je







Kako je niz (ϕ1uin) ogranicˇen u L2(Rd), sledi da 〈(ϕ1uin), [A,B](u jn)〉 → 0 kada






n)〉2 = limn→∞ I
i j










Ii j(ϕ1,ϕ2,ψ) = I˜i j(ϕ1ϕ2,ψ),
gde je I˜i j(ϕ,ψ) bilinearna funkcionela na C0(Rd)×C(Sd−1), za sve i, j = 1, . . . ,r.
Uzimajuc´i da je ϕ1(x) = ϕ(x)/
√|ϕ(x)| (pri cˇemu je ϕ1(x) = 0, ako je ϕ(x) = 0),
ϕ2(x) =
√|ϕ(x)| za ϕ ∈C0(Rd) i koristec´i (2.15) sledi
|I˜i j(ϕ,ψ)|= |Ii j(ϕ1,ϕ2,ψ)| ≤C‖ϕ1‖∞‖ϕ2‖∞‖ψ‖∞
=C‖ϕ‖∞‖ψ‖∞. (2.18)
32 H-mere, postojanje i osobine
Dakle, funkcionele I˜i j(ϕ,ψ) su neprekidne na C0(Rd)×C(Sd−1). Dokazˇimo da
je za nenegativne ϕ i ψ matrica I˜ := (I˜i j(ϕ,ψ))1≤i, j≤r Hermitska i pozitivno
definitna. Zaista, neka je ϕ1(x) = ϕ2(x) =
√
ϕ(x). Tada je






























uinζi. Dakle, dokazali smo da je matrica I˜ Hermitska i pozitivno
definitna.
Vidimo da je za svako ζ ∈ Cr bilinearna funkcionela I˜(ϕ,ψ)ζ · ζ neprekidna
na C0(Rd)×C(Sd−1) i nenegativna, odnosno, I˜(ϕ,ψ)ζ · ζ ≥ 0 kad god je ϕ ≥ 0
i ψ ≥ 0. Sada mozˇemo da primenimo Lemu 2.2.7 i da zakljucˇimo da postoji




ϕ(x)ψ(ξ )dµζ (x,ξ ),










〈µi j,ϕ(x)ψ(ξ )〉ζiζ j.




I˜i j(ϕ,ψ)ζiζ j, sledi da je 〈µ i j,ϕψ〉= I˜i j(ϕ,ψ). Dakle,
〈µ i j,ϕ1ϕ2ψ〉= Ii j(ϕ1,ϕ2,ψ).




µi jζiζ j = µζ ≥ 0, odakle sledi
da je µ Hermitska i pozitivno definitna.
U slucˇaju proizvoljnih kompleksnih test funkcija ϕ1,ϕ2 i ψ tvrd¯enje sledi iz
prethodnog dela dokaza rastavljanjem na realni i imaginarni, odnosno pozitivni i
nenegativni deo i korisˇc´enjem bilinearnosti I˜. 2
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Da smo posmatrali test funkcije ϕ1,ϕ2 ∈Cc(Rd) definicija H-mera bi se prosˇirila
na nizove koji slabo konvergiraju u L2loc(R
d), ali u tom slucˇaju gubimo konacˇnost
pridruzˇene mere.
Primetimo da za jako konvergentni niz dobijamo trivijalnu meru, to jest µ = 0.
Sˇtavisˇe, mozˇe se dokazati da ako je H-mera trivijalna, onda un → 0 u L2loc(Rd),
odnosno µ = 0 ako i samo ako un→ 0 u L2loc(Rd).
Primetimo da je 〈ν ,ϕ〉 := 〈µ,(ϕ⊗ϕ)ψ〉 skalarna Radonova mera na Sd−1.
Posledica 2.2.9 Ako niz (un⊗un) slabo - ? konvergira ka meri ν ∈M (Rd;Mr(C)),
onda za svako ϕ ∈C0(Rd) vazˇi
〈ν ,ϕ〉= 〈µ,ϕ ·1〉.









n→∞(un⊗un)ϕ1ϕ2dx = 〈ν ,ϕ2ϕ2〉,
pa za ϕ1 = ϕ2 =
√ϕ i nenegativno i realno ϕ tvrd¯enje sledi. Ako je ϕ proizvoljna,
kompleksna funkcija, tvrd¯enje sledi rastavljanjem na realni i imaginarni i pozitivni
i negativni deo. 2
Kod slabo konvergetnih nizova u Lp prostorima vazˇno je da se analiziraju po-
jave oscilacija i koncentracija. Vazˇi Vitalijeva teorema koja tvrdi da ako je ( fn) niz
u Lp(Ω), za |Ω| < ∞ (sa |Ω| smo oznacˇili Lebegovu meru skupa Ω) i 1 ≤ p < ∞
sa sledec´im pretpostavkama:
• ∀ε > 0 ∃δ > 0 tako da je ∫A | fn|p < ε ∀n i ∀A ⊂ Ω merljiv i |A| < δ ( niz
bez oscilacija)
• fn→ f skoro svuda ( niz bez koncentracija),
onda f ∈ Lp(Ω) i fn → f u Lp(Ω). Dakle, ako nemamo jaku konvergenciju
ogranicˇenog niza u Lp, onda zakljucˇujemo da se oscilacije i koncentracije uzrok
gubitka kompaktnosti.
Navedimo primere iz [34] slabo konvergentnih nizova u L2 za koje se H-mera
mozˇe eksplicitno izracˇunati. U prvom primeru oscilacije narusˇavaju jaku konver-
genciju, a u drugom koncentracije.
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Primer 2.2.10 (Oscilacije) Neka je v∈ L2loc(Rd) periodicˇna funkcija sa periodom
1 po svakoj promenljivoj i neka je (un) niz u istom prostoru definisan sa
un(x) := v(nx).




Da bismo imali da un ⇀ 0 u L2loc(R
d) pretpostavljamo da je v0 = 0. Tada je
F [ϕv(xn)](ξ ) = ∑
k∈Zd\{0}
vkFϕ(ξ − kn).
Neka je ϕ ∈S (Rd) funkcija za koju jeFϕ ∈C∞c (Rd). Tada su za dovoljno veliko






























|Fϕ(ξ )|2dξ = 〈µ,ϕ2ψ〉.
Dakle, H-mera pridruzˇena ovom nizu je kombinacija Dirakovih mera i Lebegove
mere λ odnosno
µ(x,ξ ) = λ (x) ∑
k∈Zd\{0}
|vk|2δk/|k|(ξ ).
Dakle, H-mera µ nam daje ne samo informaciju o postojanju oscilacija (Lebegova
mera), vec´ imamo i informaciju o pravcima prostiranja oscilacija (Dirakove mere).
Primer 2.2.11 (Koncentracije) Za datu funkciju f ∈ L2(Rd) definisˇemo niz
un(x) := nd/2 f (n(x− z)),
gde je z ∈ Rd dato. Ovaj niz slabo konvergira ka 0 i definisˇe skalarnu H-meru µ .
Vazˇi da je za ϕ ∈Cc(Rd), niz ϕun−ϕ(z)un→ 0 (jako) u L2(Rd), pa mozˇe da se




























dξ = 〈µ, |ϕ|2 ·ψ〉.
2.3 Lokalizacijski princip, kompenzovana kompak-
tnost
Prvo navodimo klasicˇnu verziju teoreme o kompenzovanoj kompaktnosti, potom
se bavimo vezom sa H-merama.
Neka je







Ai, j,kλ jξk = 0, za i = 1, . . . ,q}. (2.20)
Teorema 2.3.1 Neka jeΩ⊂Rd otvoren i neka je Q realna kvadratna forma na Rr
za koju vazˇi
Q(λ )≥ 0, ∀ λ ∈ Λ, (2.21)
gde je Λ dato sa (2.20).
Dalje, neka je un niz za koji vazˇi













pripada kompaktnom skupu u jakoj topologiji u H−1loc (Ω), za i = 1, . . . ,q
Tada, ako za neki podniz vazˇi da
Q(um)⇀ µ uM (Ω) slabo - ? (2.24)
za Radonovu meru µ , onda je
µ ≥ Q(u0) u Ω. (2.25)
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Primer 2.3.2 Neka je Ω⊂ R×R+ ogranicˇen otvoren skup i neka je uε : Ω→ R4
funkcija za koju vazˇi













pripadaju kompaktnom skupu u H−1loc (Ω).
Tada postoji podniz (koji oznacˇavamo isto kao i pocˇetni niz) tako da∣∣∣∣uε1 uε2uε3 uε4
∣∣∣∣⇀ ∣∣∣∣u1 u2u3 u4
∣∣∣∣ .
Zaista, skup Λ dat sa (2.20) se sastoji od tacˇaka λ ∈ R4 za koje vazˇi
λ1ξ1+λ2ξ2 = 0, λ3ξ1+λ4ξ2 = 0
za proizvoljno ξ ∈ R×R+\{0}, odnosno
Λ= {λ ∈ R4 : λ1λ4−λ2λ3 = 0}.
Neka je Q(λ ) = λ1λ4−λ2λ3. Tada je Q(λ ) = 0 za sve λ ∈ Λ, odakle sledi trazˇeni
zakljucˇak.
Primer 2.3.3 Neka je un ⇀ 0 u L2(R2;R2), neka je un = (u1n,u2n) i neka su nizovi
(∂1u1n) i (∂2u2n) ogranicˇeni u L2(R2), sˇto implicira da su sadrzˇani u kompaktnim
skupovima u H−1loc (R
2) (sˇto je posledica Teoreme 1.3.1). Tada je ξ1λ 1 = ξ2λ 2 = 0},
pa je Λ= {λ ∈ R2 : λ 1λ 2 = 0}. Posmatramo kvadratnu formu Q(λ ) = λ 1λ 2, pa
su uslovi teoreme ispunjeni.
Navodimo lokalizacijsku osobinu za H-mere (za detalje preporucˇujemo [9] i [34]).





∂k(Akun)→ 0 u H−1loc (Ω;Rr),
gde su Ak matrice cˇiji su elementi neprekidne funkcije na otvorenom skupuΩ⊂Rd ,
za k = 1, . . . ,d, onda za P(x,ξ ) := ∑dk=1 ξkA
k(x) vazˇi
P(x,ξ )µ = 0, (x,ξ ) ∈Ω×Sd−1.
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Dokaz: Za proizvoljno ϕ ∈C1c (Ω) vazˇi
∂k(ϕAkun) = (∂kϕ)Akun+ϕ∂k(Akun).
Kako Akun ⇀ 0 u (L2(Ω))r, pa zato, prema Teoremi 1.3.1, i jako u (H−1loc (Ω))
r








Odavde sledi da ξk|ξ |F (ϕA
kun)→ 0 jako u (L2(Ω))r. Sada mozˇemo da pomnozˇimo
ovaj jako konvergentan niz (formirajuc´i tenzorski proizvod) sa slabo konvergent-
nim nizomF (ϕun)ψ( ξ|ξ |) i kad n→ ∞ sledi tvrd¯enje. 2
Primetimo da su ovde matrice Ak sa promenljivim koeficijentima, to jest koefi-
cijenti su neprekidne funkcije od x, ne konstante. Prethodni rezultat implicira da
je nosacˇ mere µ sadrzˇan u skupu {(x,ξ ) ∈Ω×Sd−1 : detP(x,ξ ) = 0}.
















Preciznije, ogranicˇenost niza (∂1u1n) implicira da je ξ1µ11 = ξ1µ12 = 0, a
ogranicˇenost niza (∂2u2n) implicira da je ξ2µ21 = ξ2µ22 = 0. Posˇto je µ12 = µ21,
a ξ1 i ξ2 ne mogu u isto vreme biti 0 sledi da je µ12 = 0. Primenom Posledice 2.2.9
mogli smo da zakljucˇimo da je 〈µ12,ϕ · 1〉 = 0, a lokalizacijski princip nam daje
dodatnu informaciju.
2.4 Mikrolokalne mere defekta
Uvodimo H-mere preko klasicˇne teorije pseudo-diferencijalnih operatora, sˇto
je bio Zˇerarov pristup. Za detalje preporucˇujemo radove [18] i [19]. Definisˇimo
klasu simbola koju je Zˇerar koristio.
Definicija 2.4.1 Neka m ∈ R. Pseudo-diferencijalni operator A ∈ Ψm je esenci-
jalno homogen ako postoje funkcija am ∈C∞(Rd×Rd\{0}), homogena reda m po
ξ i funkcija χ ∈C∞c (Rd), χ(ξ ) = 1 u okolini ξ = 0 tako da je
σ(A)(x,ξ ) = am(x,ξ )(1−χ(ξ ))+am−1(x,ξ ),
gde je am−1 ∈ Sm−1.
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Funkciju am zovemo glavnim simbolom operatora A i oznacˇavamo je sa σm(A).
Prostor esencijalno homogenih pseudo-diferencijalnih operatora reda m oznacˇavamo
sa Ψmeh. Primetimo da za A ∈Ψmeh vazˇi
σm(A) = 0 ⇐⇒ A ∈Ψm−1eh . (2.26)
Vazˇi i sledec´a teorema.
Teorema 2.4.2 Neka m, p∈R. Ako A∈Ψmeh, onda adjungovani pseudo-diferencijalni
operator A∗ ∈Ψmeh i
σm(A∗) = σm(A). (2.27)
Ako A ∈Ψmeh i B ∈Ψpeh, onda kompozicija AB ∈Ψm+peh i
σm+p(AB) = σm(A)σp(B). (2.28)
Sada navodimo teoremu o postojanju mikrolokalnih mera defekta, odnosno os-
novnu teoremu mikrolokalne analize kompaktnosti slabo konvergentnog niza u
L2(Rd). Dokaz je naveden u [19] i [20].
Teorema 2.4.3 Neka je (un) ogranicˇen niz u L2(Rd) i neka je supp un ⊂ K za
svako n ∈ N, gde je K fiksiran, kompaktan skup. Pretpostavimo da un ⇀ u u
L2(Rd). Tada postoji podniz (un′) i pozitivna Radonova mera µ na Rd×Sd−1, cˇiji






σ0(A)(x,ξ )dµ(x,ξ ) = 〈µ,σ0(A)〉. (2.29)
Definicija 2.4.4 Ako vazˇe uslovi Teoreme 2.4.3, onda se Radonova mera µ data
sa (2.29) zove mikrolokalna mera defekta za niz (un).
Napomena 2.4.5 Teoremu 2.4.3 mozˇemo da pokazˇemo i uz pretpostavku da un ⇀
0 u L2loc(Ω), Ω ⊂ Rd otvoren skup, ali tada treba dodatno da se pretpostavi da
simbol σ0(A) ima kompaktan nosacˇ u Ω×Sd−1.
Napomena 2.4.6 Neka je A ∈Ψ0eh operator za koji je σ0(A) = σ(A) =ψ(ξ )ϕ(x),
gde je ψ homogena funkcija reda 0 i ϕ ∈C∞c (Rd). Neka je un ⇀ 0 u L2loc(Rd). Iz












pa dobijamo da je H-mera za niz (un) definisana na isti nacˇin kao i u Teoremi
2.2.8.
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Vazˇi i lokalizacijski princip, dokaz je naveden u [19] i [18].
Teorema 2.4.7 Neka je P diferencijalni operator reda m sa glatkim koeficijentima
i un ∈ L2loc ogranicˇen niz. Pretpostavimo da Pun pripada kompaktnom skupu u
H−mloc . Tada je
σm(P)µ = 0,
za mikrolokalnu meru defekta µ koja odgovara nizu un.
U narednom primeru navodimo niz koji ne konvergira jako ka nuli u L2(Rd),
iako je pridruzˇena H-mera jednaka nuli.
Primer 2.4.8 (Za visˇe detalja pogledati [4]) Data je funkcija v(x) = 12pix sin(2pix).





















2 , |ξ |< 1n2 ,
0, inacˇe.
Dati niz ne konvergira jako ka nuli u L2, zato sˇto su L2(R) norme ovih funkcija























Dalje racˇunamo H-meru pridruzˇenu nizu (un). Neka ϕ ∈C∞0 (R), ψ0 ∈C(R) i
neka je ψ0(ξ ) = ψ(ξ/|ξ |) i operator P ∈ Ψ0eh(R) sa glavnim simbolom σ0(P) =
ϕψ0. Sledi da je:
lim
n→∞〈Pun , un〉= limn→∞〈(ψ0(ϕ̂un))















































〈µ , ϕψ〉= lim
n→∞〈Pun , un〉= 0,




U ovom poglavlju bavimo se H-distribucijama, koje predstavljaju uopsˇtenje
H-mera. Za konstrukciju H-mera posmatrali smo slabo konvergentne nizove u
L2(Ω), a sada posmatramo nizove koji su slabo konvergentni u prostorima Lp(Rd)
i Lq(Rd), gde je 1/p+ 1/q = 1, 1 < p < ∞. U poglavlju 3.3 c´emo tu konstruk-
ciju prosˇiriti na nizove koji slabo konvergiraju u dualnom paru prostora Soboljeva,
W k,q(Rd)−W−k,p(Rd), 1 < q < ∞. U radu [11] su uvedene H-distribucije za
Lp−Lq nizove. Prvo dajemo teoremu o egzistenciji H-mera u obliku koji je pogo-
dan za uvod¯enje H-distribucija.
Teorema 3.0.9 Neka nizovi (un),(vn)⇀ 0 u L2(Rd). Tada postoje podnizovi (un′ )
i (vn′ ) i kompleksna Radonova mera µ na R
d × Sd−1 tako da za sve ϕ1,ϕ2 ∈









Meru µ zovemo H-merom koja odgovara nizu (un,vn). Ako stavimo un = u1n i
vn = u2n, onda mera µ iz Teoreme 3.0.9 je jednaka meri µ12 iz Teoreme 2.2.8.
Primenom Plansˇerelove teoreme vidimo da je integral u (3.1) jednak sa∫
Rd
F (ϕ1un′)(ξ )F (ϕ2vn′)(ξ )ψ(ξ )dξ . (3.2)
Formule u (3.1) su dobro definisane i pod pretpostavkom da un ⇀ 0 u Lp i vn ⇀ 0
u Lq, sˇto sledi iz Teoreme 1.4.3. U (3.2) to ne vazˇi zato sˇto iz Hauzdorf-Jang
nejednakosti znamo da je
‖Fu‖Lq ≤ c‖u‖Lp samo ako je 1 < p≤ 2.
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Sada navodimo Teoremu 2.1 iz [11] o postojanju H-distribucija pridruzˇenih
nizovima funkcija u Lebegovim prostorima.
Teorema 3.0.10 Neka un ⇀ 0 u Lp(Rd) i vn ⇀ 0 u Ls(Rd) za neko s≥max{q,2}.
Tada postoje podnizovi (un′), (vn′) i distribucija µ ∈D ′(Rd×Sd−1) reda ne vec´eg






U nastavku c´emo pokazati Teoremu 3.2.2, koja u odnosu na Teoremu 3.0.10 ima
drugacˇije pretpostavke, odnosno vn ⇀ 0 u Lq i test funkcije ϕ1,ϕ2 ∈S (Rd). Za-
tim c´emo konstrukciju H-distribucija prosˇiriti i na nizove koji su u dualnom paru
prostora Soboljeva (Teorema 3.3.1).
3.1 Prostor distribucijaSE (Rd×Sd−1)
Da bismo opisali prostor koji oznacˇavamo sa SE (Rd ×Sd−1) i njegov dual
SE ′(Rd×Sd−1) koristic´emo klasicˇne rezultate u vezi sa L2 i teorijom Soboljeva
za jedinicˇnu sferu Sd−1, detaljno prezentovane u knjigama [29] i [13]. Takod¯e ko-
ristimo i rezultate o Ck i L2 funkcijama na Sd−1, date u [12]. U vezi sa prostorima
Soboljeva i distribucijama na mnogostrukostima preporucˇujemo knjigu [32], a za
tenzorski proizvod prostora funkcija upuc´ujemo na knjigu [36].
U [12, Sekcija 3.8.] su date osnovne osobine prostora Soboljeva na jedinicˇnoj
sferi u odnosu na povrsˇinsku meru dSd−1. U nastavku podrazumevamo da je d > 2.
Neka je Ωl = {x ∈ Rd; |x| ∈ [1− l,1+ l]}, 0 < l < 1 i k ∈ N0. Tada φ ∈Ck(Sd−1)
ako za neko, a onda i za svako 0 < l < 1, vazˇi da φ∗ ∈ Ck(Ωl), gde je φ∗(x) =
φ(x/|x|). Sˇtavisˇe, [12, strana 9], Ck(Sd−1) je prostor koji je snabdeven normom
pSd−1,k(φ) = |φ |Ck(Sd−1) = sup
|α|≤k, x∈Ωl
|∂αφ∗(x)|, (3.3)
















(xi∂x j − x j∂xi)2
3.1 Prostor distribucijaSE (Rd×Sd−1) 43
Laplas-Beltramijev operator, je prostor Soboljeva Hs(Sd−1), s ∈ N0. Slucˇaj d =
2, kada je sfera S1 data sa x = cosθ , y = sinθ , θ ∈ [0,2pi) je jednostavan i
njega nec´emo razmatrati. Tada se posmatra operator −∆? + 1 umesto −∆? +
((d−2)/2)2.
Neka je Yn, j sferni harmonik reda n. Tada je {Yn, j, 1 ≤ j ≤ Nn,d,n ∈ N0}
ortonormirana baza prostora L2(Sd−1) (pogledati [12, strana. 121] ili [32, Propozi-
cija 10.2, strana 92]), gde je Nn,d ∼ O(nd−2), [12, strana. 16] dimenzija skupa













gde je vn, j =
∫
Sd−1
vY n, j dSd−1.
Prostor C∞(Sd−1) snabdeven nizom normi (3.3), k∈N0, oznacˇavamo sa E (Sd−1).
Lema Soboljeva za kompaktne mnogostrukosti M implicira da za proizvoljno p ∈
N0 vazˇi
Hsloc(M)⊂Cp(M) za s > d/2+ p,
gde je d dimenzija mnogostrukosti. Detalji se mogu nac´i u [13, Teoreme 2.20, 2.21





Ovako dobijen prostor je Fresˇeov. Posˇto svi elementi prostora C∞(Sd−1) imaju
kompaktan nosacˇ, sledi da je E (Sd−1) =D(Sd−1).
Prema [29, Teorema II.10, strana 52], ako imamo ortonormirane baze (ψn)n∈N
i (ψ˜m)m∈N za L2(Rd,dx) sa Lebegovom merom dx i L2(Sd−1,dSd−1) sa povrsˇinskom
merom dSd−1 , onda je ψn(t1)ψ˜m(t2), (t1, t2) ∈ Rd×Sd−1 ortonormirana baza za
L2(Rd×Sd−1).
Prema [29, Dodatak za V.3, strana 141] (gde se posmatra slucˇaj d = 1 ) imamo
da proizvod jednodimenzionalnih harmonijskih oscilatora
Nx = N1...Nd, Ni = x2i − (d/dxi)2, i = 1, ...,d,
i Hermitove baze hn(x) = hn1(x1)...hnd(xd),n ∈ Nd0, za L2(Rd) zadovoljava
Nkx hn = (2n1+1)
k...(2nd +1)khn, n ∈ Nd0, k ∈ N0.
Sˇtavisˇe,S (Rd) je odred¯en nizom normi
|||φ |||k = ||Nkφ ||2 = ∑
n∈Nd0
(2n1+1)2k...(2nd +1)2k|an|2, k ∈ N, (3.6)
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gde je φ = ∑n∈Nd anhn ∈S (Rd). Ovaj niz normi je ekvivalentan sa uobicˇajenim
nizom semi-normi za prostorS (Rd).
Sada definisˇemo prostor glatkih funkcijaSE (Rd×Sd−1) preko niza normi
p∞Rd×Sd−1,k(θ) = sup
(x,ξ )∈Rd×Sd−1,|α+β |≤k
〈x〉k|(∆?ξ )α∂ βx θ(x,ξ )|, k ∈ N. (3.7)
Prema Lemi Soboljeva za kompaktne mnogostrukosti (3.5) imamo narednu propozi-
ciju.










(x,ξ )∈Rd×Ωl ,|α+β |≤k
〈x〉k|∂αξ ∂ βx θ ∗(x,ξ )|, (3.9)
gde je θ ∗(x,ξ ) = θ(x,ξ/|ξ |), 〈x〉k = (1+ |x|2)k/2 i ∆?ξ je Laplas-Beltramijev ope-
rator po ξ (sa fiksiranim x). Konkretno,SE (Rd×Sd−1) je Fresˇeov prostor.
Primetimo da SE (Rd ×Sd−1) indukuje pi-topologiju na S (Rd)⊗E (Sd−1),
videti [36, Poglavlje 43]. Posˇto je S (Rd) nuklearan prostor, kompletiranje za
S (Rd)⊗E (Sd−1) je isto za pi i ε topologije i oznacˇavamo ga saS (Rd)⊗ˆE (Sd−1),
videti [36, Deo III, Poglavlje 50, Teorema 50.1, strana 511].
Propozicija 3.1.2 Vazˇi
S (Rd)⊗ˆE (Sd−1) =SE (Rd×Sd−1). (3.10)
Dokaz: Jasno je da je utapanjeS (Rd)⊗ˆE (Sd−1)→SE (Rd×Sd−1) neprekidno.
Dakle, za dokaz (3.10) dovoljno je pokazati da je prostor S (Rd)⊗ˆE (Sd−1) gust
u SE (Rd ×Sd−1) . Kao u slucˇaju opsˇtih mnogostrukosti, imamo da je hm(x)×
Yn, j(ξ ), 1≤ j≤Nn,d, n,m∈N ortonormirana baza za L2(Rd×Sd−1). Prema (3.5)










an, j,mhm(x)Yn, j(ξ ) ∈SE (Rd×Sd−1) (3.11)









|an, j,m|2(1+n2+ |m|2)r < ∞ (3.12)
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(videti [37, Poglavlje 9]). Ako uzmemo konacˇne sume na desnoj strani jednakosti
(3.11) dobijamo da jeS (Rd)⊗ˆE (Sd−1) gust uSE (Rd×Sd−1), pa smo dokazali
tvrd¯enje. 2
3.2 H-distribucije za nizove u Lp−Lq prostorima
3.2.1 Modifikacija prve komutacijske leme
Furijeov operator mnozˇenjaAψ sa simbolom ψ ∈Cκ(Sd−1), κ = bd/2c+1 deluje
na W−k,p(Rd) preko dualnosti
W−k,p〈Aψu,v〉W k,q := W−k,p〈u,Aψ¯v〉W k,q, za 1 < p < ∞, p−1+q−1 = 1, k ∈ N0,
za sve u∈W−k,p(Rd), v∈W k,q(Rd). Posˇto je ∂αAψ¯v=Aψ¯(∂αv) iAψ : Lq(Rd)→
Lq(Rd), onda znamo da Aψ¯v ∈ W k,q(Rd). Ako je u ∈ W−k,p(Rd) oblika u =
∑
|α|≤k
∂αuα , onda za sve v ∈W k,q(Rd) vazˇi
W−k,p〈Aψu,v〉W k,q = ∑
|α|≤k
W−k,p〈∂αuα ,Aψv〉W k,q =
= ∑
|α|≤k
(−1)|α| Lp〈uα ,Aψ(∂αv)〉Lq = ∑
|α|≤k
(−1)|α| Lp〈Aψ(uα),∂αv〉Lq.
Vidimo da je svaki Lp operator mnozˇenja Aψ sa simbolom ψ ∈ Mp(Rd) (videti
1.4 za Mp(Rd)) ogranicˇen operator iz W−k,p(Rd) u W−k,p(Rd).
Da bismo pokazali postojanje H-distribucija u Teoremi 3.3.1 treba nam modi-
fikacija Tartarove prve komutacijske leme date u [34] :
Neka ψ ∈C(Sd−1) i b ∈C0(Rd) i definisˇimo Furijeov operator mnozˇenja Aψ
i operator mnozˇenja B, koji deluju na u ∈ L2(Rd) tako da je




F (u)(ξ ), ξ ∈ Rd\{0}
i Bu(x) = b(x)u(x), x ∈ Rd . Tada su operatori Aψ i B ogranicˇeni na L2(Rd) i
komutator C :=AψB−BAψ je kompaktan operator iz L2(Rd) u sebe.
Navodimo modifikaciju komutacijske leme, koja je dokazana u [11] i koju
c´emo koristiti u nastavku.
Lema 3.2.1 Neka je (vn) ogranicˇen u L2(Rd) i Lr(Rd), za neko r ∈ (2,∞] i neka
vn ⇀ 0. Tada niz (Cvn) jako konvergira ka nuli u Lq(Rd), za svako q ∈ [2,r]\{∞}.
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Dokaz: Podsetimo se interpolacijske nejednakosti. Ako f ∈ Lp(Ω)∩ Lq(Ω) za
1 ≤ p ≤ ∞ i 1 ≤ q ≤ ∞, gde je Ω ⊂ Rd otvoren skup, onda f ∈ Lr(Ω) za svako r
izmed¯u p i q. Preciznije,
‖ f‖Lr ≤ ‖ f‖αLp‖ f‖1−αLq ,
gde je 1/r = α/p+(1−α)/q,α ∈ [0,1].
Prvo razmatramo slucˇaj kada je r <∞. Primenom interpolacijske nejednakosti
dobijamo
‖Cvn‖Lq ≤ ‖Cvn‖αL2‖Cvn‖1−αLr , (3.13)
gde je α ∈ (0,1) i 1/q = α/2+(1−α)/r. Iz prve komutacijske leme sledi da je
C kompaktan operator na L2(Rd). Zbog pretpostavke da vn ∈ Lr(Rd) sledi da je C
ogranicˇen na Lr(Rd). Dakle, iz nejednakosti (3.13) dobijamo tvrd¯enje.
Pretpostavimo sada da je r=∞. Kako vn ∈ L2(Rd)∩L∞(Rd), onda vn ∈ Lp(Rd)
za svako 2 < p < ∞. Tada za 2 < q < p vazˇi da je
‖Cvn‖Lq ≤ ‖Cvn‖αL2‖Cvn‖1−αLp ,
pa Cvn→ 0 jako u Lq(Rd) za svako 2≤ q < ∞. 2
3.2.2 Teorema o postojanju H-distribucija
Teorema 3.2.2 Ako un ⇀ 0 u Lp(Rd) i vn ⇀ 0 u Lq(Rd), onda postoje podnizovi
(u′n)n′ i (vn′) i distribucija µ(x,ξ )∈SE ′(Rd×Sd−1) reda ne vec´eg od κ = [d/2]+












gde je Aψ : Lp(Rd)→ Lp(Rd) Furijeov mnozˇilac sa simbolom ψ ∈Cκ(Sd−1).
Dokaz: Primetimo da je Furijeov operator mnozˇenjaAψ sa simbolomψ ∈Cκ(Sd−1)
dobro definisan za ϕ1un ∈ Lp(Rd) i ϕ2vn ∈ Lq(Rd) i adjungovani operator za Aψ
je Aψ , tako da vazˇi prva jednakost u (3.14).
Neka je 1< p≤ 2. Posmatrajmo niz seskvilinearnih (linearnih poψ ∈Cκ(Sd−1)
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Zbog neprekidnosti operatora Aψ i ogranicˇenosti nizova (un) i (vn) u Lp(Rd) i
Lq(Rd) sledi da postoji c > 0 tako da za svako n ∈ N,
|µn(ϕ,ψ)| ≤ ‖un‖Lp‖Aψ(ϕvn)‖Lq ≤ c‖ψ‖Cκ (Sd−1)‖ϕ‖L∞. (3.16)
Fiksirajmo ϕ ∈S (Rd) i oznacˇimo sa (Bnϕ) niz funkcija definisanih na Cκ(Sd−1)
sa
〈Bnϕ, ·〉= µn(ϕ, ·). (3.17)
Za svako n ∈ N linearnost za Bnϕ je jasna, a neprekidnost sledi iz (3.16):
|〈Bnϕ,ψ〉| ≤ cϕ ‖ψ‖Cκ (Sd−1), gde je cϕ = c||ϕ||L∞ . (3.18)
Ako fiksiramo ψ ∈Cκ(Sd−1), onda (3.15) implicira da je preslikavanje
S (Rd)→ C,ϕ 7→ 〈Bnϕ,ψ〉
anti-linearno i ponovo prema (3.16) neprekidno.
Dalje nastavljamo sa fiksiranom funkcijom ϕ i primenjujemo Banah-Alaoglu
teoremu (Teorema 1.1.5) da bismo dobili slabo-? konvergentan podniz (Bkϕ) u
(Cκ(Sd−1)′.





Pokazac´emo da B mozˇe da se definisˇe naS (Rd) tako da preslikavanje
S (Rd) 3 ϕ 7→ Bϕ ∈ (Cκ(Sd−1)′
bude linearno i neprekidno.
Primenom dijagonalizacije definisˇemo B na prebrojivom gustom skupu M =
{ϕm|m∈N}⊂S (Rd). Prvo izdvajamo podniz (B1,k)k⊂ (Bn)n tako da je (B1,kϕ1)
slabo zvezda konvergentan u (Cκ(Sd−1)′ i oznacˇimo granicu sa Bϕ1. Dalje mozˇemo
da izdvojimo podniz (B2,k)k ⊂ (B1,k)k tako da je (B2,kϕ2) slabo zvezda konver-
gentan u (Cκ(Sd−1))′ i oznacˇimo granicu sa Bϕ2. Primetimo da (B2,kϕ1) takod¯e
slabo zvezda konvergira ka Bϕ1. Ponavljanjem ovog postupka (izdvajamo podniz
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Oznacˇimo Bk,k =: bk i fiksirajmo ψ ∈ Cκ(Sd−1). Iz (3.17), ϕ 7→ 〈bkϕ,ψ〉, je
tacˇkasto ogranicˇen niz uS ′(Rd), koji konvergira na gustom podskupu M⊂S (Rd).
Prema Banah-Sˇtajnhaus teoremi, pogledati npr. [22, str. 169], 〈bk(·),ψ〉 konver-
gira ka 〈B(·),ψ〉 naS (Rd). Na ovaj nacˇin smo pokazali da za svako ϕ ∈S (Rd)




Sˇtavisˇe, prema (3.17) je
|〈Bϕ,ψ〉| ≤ c||ϕ||L∞ ||ψ||Cκ (Sd−1). (3.19)
Sada koristimo verziju Sˇvarcove teoreme o jezgru, koja je data u knjizi [36],
Propozicija 50.7 na strani 524.
Propozicija 50.7 tvrdi da, ako su E i F Fresˇeovi prostori i ako je E nuklearan
prostor, onda je
E ′⊗ˆF ′ ∼= B(E,F)∼= (E⊗ˆF)′.
Za definiciju i detalje o nuklearnim prostorima preporucˇujemo takod¯e knjigu [36].
Kako su S (Rd) i E (Sd−1) Fresˇeovi prostori i S (Rd) je nuklearan, mozˇemo da
primenimo teoremu.
Dakle, postoji distribucija µ ∈SE ′(Rd×Sd−1) definisana sa






za sve ϕ ∈S (Rd), ψ ∈Cκ(Sd−1), gde je (uk) podniz od (un) i (vk) je podniz od
(vn) koji odgovara nizu (bk).
Sada koristimo osobinu faktorisanja koju imaju funkcije uS (Rd), a pokazana
je u [28] i glasi: svaka funkcija ϕ ∈S (Rd) mozˇe da se napisˇe u obliku ϕ = ϕ1ϕ2,










mozˇemo da primenimo komutacijsku lemu na ϕ2vk ∈ L2(Rd)∩ Lq(Rd) i ϕ1 ∈





Na ovaj nacˇin smo pokazali teoremu 3.14 za slucˇaj 1 < p≤ 2.
3.3 H-distribucije i prostori Soboljeva 49





Tada na prethodno opisan nacˇin ali sa zamenjenim ulogama nizova (un) i (vn)
koristimo faktorizaciju ϕ =ϕ1ϕ2 i komutacijsku lemu za ϕ1un ∈ L2(Rd)∩Lp(Rd).
2
Napomena 3.2.3 Pretpostavke u prethodnoj teoremi mogu da se neznatno modi-
fikuju u slucˇaju kada je p ∈ (1,2).
Tada umesto vn ⇀ 0 u Lq mozˇemo da pretpostavimo da vn ⇀ 0 u Lr, za neko r≥
q. Dobija se isti rezultat kao u Teoremi 3.2.2 zato sˇto tada za svako ϕ ∈S (Rd),
ϕvn ∈ Lq∩L2 i mozˇemo da primenimo isti dokaz. Ova ideja se koristila u [11], ali
sa ϕ ∈C∞c (Rd).
3.3 H-distribucije i prostori Soboljeva
U sledec´oj teoremi konstruisˇemo H-distribucije za nizove koji slabo konvergiraju
dualnom paru prostora Soboljeva.
Teorema 3.3.1 Neka un ⇀ 0 slabo u W−k,p(Rd) i vn ⇀ 0 slabo u W k,q(Rd). Tada
postoje podnizovi (un′),(vn′) i distribucija µ ∈ SE ′(Rd × Sd−1) tako da za sve
ϕ1,ϕ2 ∈S (Rd) i za sve ψ ∈Cκ(Sd−1),
lim
n′→∞
〈Aψ(ϕ1un′) , ϕ2vn′〉= lim
n′→∞
〈ϕ1un′ ,Aψ(ϕ2vn′)〉= 〈µ,ϕ1ϕ¯2ψ〉. (3.22)
Dokaz: Posˇto un ⇀ 0 u W−k,p(Rd), onda postoji podniz un′ ⇀ 0 tako da je un′ =
∑
|α|≤k
∂αgα,n′, gde je za svako |α| ≤ k, (gα,n′) podniz Lp(Rd)-funkcija tako da
gα,n′ ⇀ 0 u Lp(Rd). Dokazˇimo da takav podniz postoji.
Slabo konvergentan niz u W−k,p(Rd) je i ogranicˇen skup u W−k,p(Rd). Pri-
menom analiticˇke forme Han - Banahove teoreme (Teorema 18.1, strana 184 u
[36]) sledi da postoje ogranicˇeni skupovi {Fα,n : n∈N}, |α| ≤ k u Lp(Rd), tako da
je un = ∑
|α|≤k
∂αFα,n. Posˇto su skupovi {Fα,n,n ∈ N} ogranicˇeni u Lp(Rd), sledi i
da su slabo prekompaktni, odnosno {Fα,n,n ∈ N} ima slabo konvergentan podniz.
Dijagonalizacijom dolazimo do podniza za koji vazˇi da
Fα,n′ ⇀ fα ∈ Lp(Rd),n′→ ∞, |α| ≤ k,
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u Lp(Rd). Kako ∑
|α|≤k
∂αFα,n′ ⇀ 0, sledi da je ∑
|α|≤k




∂α(Fα,n′− fα), odnosno gα,n′ = Fα,n′− fα .







αu), za ψα(ξ ) = (2pii)|α|ξαψ(ξ ).
Dobijamo da je


















































, ∂ β−γϕ2 ∂ γvn
〉
.
Ako fiksiramo α mozˇemo da primenimo Teoremu 3.2.2 na gα,n ⇀ 0 u Lp(Rd)
i vn ⇀ 0 u Lq(Rd) i dobijamo podnizove (gα,n0)n0 , (vα,n0)n0 i H-distribuciju µα,0 ∈






Aψ (ϕ1Fα,n0) , ϕ2 vα,n0
〉
.
Dalje primenom Teoreme 3.2.2 na gα,n0 ⇀ 0 u L
p(Rd), i ∂ (1,0,...,0)vα,n0 ⇀ 0 u
Lq(Rd), dobijamo podnizove (gα,n(1,0,...,0))n(1,0,...,0) , (vα,n(1,0,...,0))n(1,0,...,0) i H-distribuciju
µα,(1,0,...,0) ∈SE ′(Rd×Sd−1).Na ovaj nacˇin dobijamo konacˇno mnogo H-distribu-










, ϕ2 ∂ γvα,nγ
〉
.
Poslednja distribucija µα,α pridruzˇena je podnizovima (gα,nα )nα , (vα,nα )nα . Dalje
definisˇemo distribuciju µα na sledec´i nacˇin: za ϕ1,ϕ2 ∈S (Rd), ψ ∈Cκ(Sd−1),
〈µα , ϕ1ϕ2ψ〉 :=













µα,γ , ∂α−βϕ1 ∂ β−γ ϕ¯2ψ
〉
.
Suma na desnoj strani je konacˇna i sve H-distribucije µα,γ mogu da se dobiju
preko (gα,nα )nα , sˇto je podniz od gα,nγ i (vα,nα )nα , sˇto je podniz od (vα,nγ )nγ , pa je
H-distribucija µα dobro definisana.
Primetimo da smo distribuciju µα dobili za fiksirano α . Ako stavimo α = 0,
primenom prethodne procedure dobijamo distribuciju µ0 definisanu preko (g0,n0)n0
i (vn0)n0 . Dalje za (ge1,n0)n0 i (ve1,n0)n0 dobijamo H-distribuciju µe1 definisanu
preko (ge1,ne1 )ne1 i (ve1,ne1 )ne1 , gde je e1 = (1,0, ...,0).
Nastavljamo sa e2 = (0,1,0, ...,0) da bismo dobili H-distribuciju µe2 i postupak
ponavljamo za sve |α| ≤ k.
Sledi da postoji H-distribucija µ definisana sa






























sˇto je i trebalo pokazati. 2
Distribuciju µ koju smo dobili u Teoremi 3.3.1 zovemo H-distribucija koja
odgovara (pod)nizu (un′,vn′).
Pretpostavimo da su distribucije µ koje smo dobili u Teoremi 3.3.1 jednake
nuli. Tada se jednostavno dobija lokalna jaka konvergencija u W−k,p(Rd). Naredna
teorema nam daje uopsˇtenje.
Teorema 3.3.2 Neka un ⇀ 0 u W−k,p(Rd). Ako je za svaki niz vn ⇀ 0 u W k,q(Rd)
odgovarajuc´a H-distribucija jednaka nuli, onda za svaku funkciju θ ∈ S (Rd),
θun→ 0 jako u W−k,p(Rd), n→ ∞.
Dokaz: Da bismo pokazali jaku konvergenciju treba da pokazˇemo da za svako
θ ∈S (Rd) vazˇi
sup{〈θun,φ〉 : φ ∈ B}−→0, n→ ∞,za svaki ogranicˇen skup B⊆W k,q(Rd).
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Ako to nije tacˇno, onda postoje θ ∈S (Rd), ogranicˇen skup B0 u W k,q(Rd), ε0 > 0
i podniz (θuk)⊂ (θun), tako da
sup{|〈θuk,φ〉| : φ ∈ B0} ≥ ε0, za svako k ∈ N.
Izaberimo φk ∈ B0 tako da |〈θuk,φk〉| > ε0/2. Posˇto φk ∈ B0 i B0 je ogranicˇen u
W k,q(Rd), (φk) ima slabo konvergentan podniz u W k,q(Rd), to jest, do na podniz,
φk ⇀ φ0 u W k,q(Rd).
Sˇtavisˇe, posˇto je φ0 fiksirana funkcija imamo da 〈uk,φ0〉 → 0 i
|〈θuk,φk−φ0〉|> ε04 , k > k0. (3.23)




〈Aψ(ϕ1uk),ϕ2(φk−φ0)〉W k,q = 0. (3.24)
Ako je ψ ≡ 1 na Sd−1, onda iz (3.24) sledi da je
lim
k→∞
〈ϕ1uk , ϕ2(φk−φ0)〉= 0.
Ponovo koristimo faktorizacijsku osobinu prostoraS (Rd). Dakle, ako θ ∈S (Rd),
onda je θ = φ1φ¯2, za neke φ1,φ2 ∈S (Rd) i vazˇi lim
k→∞
〈φ1uk , φ2(φk−φ0)〉 = 0, to
jest, lim
k→∞
〈θuk , (φk−φ0)〉= 0. Dolazimo do kontradikcije sa (3.23), pa je tvrd¯enje
pokazano. 2
3.3.1 Lokalizacijska osobina
Poznato je da je Risov potencijal Iα , 0 < α < d lokalno integrabilne funkcije f
definisan sa
F [Iα [ f ]](ξ ) := (2pi|ξ |)−|α|F [ f ](ξ ),





≤C‖ f‖Lq, za f ∈ Lq(Rd), 1 < q < d; (3.25)
∂ jI1( f ) =−R j( f ), f ∈ Lq(Rd), gde je R j :=Aξ j/ı|ξ |. (3.26)
Znamo i da je R j : Lq(Rd)→ Lq(Rd) neprekidno preslikavanje i zove se Risova
transformacija.
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∂i (Ai(x)un(x)) = fn(x), (3.27)
pri cˇemu su koeficijenti Ai ∈S (Rd) i ( fn) je niz distribucija tako da
ϕ fn→ 0 u W−k−1,p(Rd), za svako ϕ ∈S (Rd). (3.28)
Teorema 3.3.3 Neka je 1 < q < d. Ako niz un ⇀ 0 u W−k,p(Rd) zadovoljava





A j(x)ξ jµ(x,ξ ) = 0 u SE ′(Rd×Sd−1). (3.29)
Sˇtavisˇe, ako (3.29) implicira µ(x,ξ ) = 0, onda vazˇi jaka konvergencija θun −→ 0
u W−k,p(Rd), za svako θ ∈S (Rd).
Dokaz: Neka vn ⇀ 0 u W k,q(Rd), ϕ1 ∈S (Rd), ϕ2 ∈S (Rd) i nekaψ ∈Cκ(Sd−1).

















unA jϕ1 ,AΨ¯ j(ϕ2vn)
〉
, (3.30)







Primetimo da iz (3.26) sledi da je
AΨ¯ j =−R j ◦Aψ¯ = ∂ jI1 ◦Aψ¯ .
















unA j , ∂ j(ϕ¯1)I1(Aψ¯(ϕ2vn))
〉
= 0. (3.31)
Posˇto Aψ¯(ϕ2vn) ∈W k,q(Rd) iz (3.25) sledi da je
∂α I1(Aψ¯(ϕ2vn)) = I1(Aψ¯(∂α(ϕ2vn))) ∈ L
qd
d−q (Rd), za sve 0≤ |α| ≤ k. (3.32)
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Kako je q <
qd
d−q , vazˇi da je za sve ϕ ∈S (R
d),





Iz (3.32) i (3.33) imamo da je
∂α [ϕ I1(Aψ¯(ϕ2vn))] ∈ Lq(Rd), za sve 0≤ |α| ≤ k.
Dalje je
∂α+e j [I1(Aψ¯(ϕ2vn))] =−R j(Aψ¯(∂α(ϕ2vn))) ∈ Lq(Rd),
sˇto implicira da je za sve ϕ ∈S (Rd),
ϕ I1(Aψ¯(ϕ2vn)) ∈W k+1,q(Rd),
i dodatno imamo da
ϕ I1(Aψ¯(ϕ2vn))⇀ 0 u W k+1,q(Rd). (3.34)
Neka je ϕ¯1 = ϕ¯11ϕ¯12 za ϕ11,ϕ12 ∈S (Rd). Iz (3.28) i (3.34) dobijamo da je〈
ϕ11 fn, ϕ¯12 I1(Aψ¯(ϕ2vn))
〉→ 0.
Posˇto vazˇi (3.27) zakljucˇujemo da prvi izraz u (3.31) konvergira ka nuli.
Sada analiziramo drugi izraz u (3.31). Dokazac´emo da
∂ j(ϕ¯1)I1(Aψ¯(ϕ2vn))→ 0, n→ ∞
jako u W k,q(Rd).Neka je ∂ jϕ¯1 = ϕ¯13ϕ¯14 uS (Rd) i oznacˇimo sa Lm otvorenu loptu
sa centrom u koordinatnom pocˇetku poluprecˇnika m∈N. Znamo iz Relihove leme
da je W k+1,q(Lm) kompaktno utopljen u W k,q(Lm). Posˇto ϕ¯14I1(Aψ¯(ϕ2vn)) slabo
konvergira ka nuli u W k+1,q(Rd), dijagonalizacijski postupak nam daje podniz tako
da je za sve m ∈ N
ϕ¯14I1(Aψ¯(ϕ2vn))−→ 0 u W k,q(Lm). (3.35)
Izaberimo glatke funkcije χm tako da je χm(x) = 1 za x ∈ Lm i χm(x) = 0 za x ∈
Rd\Lm+1 i neka je ϕ¯13 = χmϕ¯13+(1−χm)ϕ¯13. Imamo da je
‖ϕ¯13ϕ¯14I1(Aψ¯(ϕ2vn))‖W k,q ≤ sup
|α|≤k,|x|>m
|∂α ϕ¯13|‖ϕ¯14I1(Aψ¯(ϕ2vn))‖W k,q (3.36)
+‖χmϕ¯13ϕ¯14I1(Aψ¯(ϕ2vn))‖W k,q . (3.37)
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Neka je ε > 0. Tada je niz ϕ¯14I1(Aψ¯(ϕ2vn)) ogranicˇen u W k,q(Rd), odnosno
postoji M > 0 tako da je ‖ϕ¯14I1(Aψ¯(ϕ2vn))‖W k,q ≤M. Posˇto ϕ¯13 ∈S (Rd) postoji
m0 ∈ N tako da je za sve m≥ m0
sup
|α|≤k,|x|>m
|∂α ϕ¯13|< ε2M .
Dalje, iz (4.32) sledi da (3.37) konvergira ka nuli kad n→ ∞. Dakle, za dato
ε , postoji n0 ∈ N tako da je (3.37) manje od ε/2 za sve n≥ n0. Zato je leva strana
u (3.36) manja od ε za n > n0, odnosno, ∂ j(ϕ¯1)I1(Aψ¯(ϕ2vn)) konvergira jako u
W k,q(Rd) i vazˇi (3.31) , pa je dokaz za (3.29) zavrsˇen.
Ako su koeficijenti A j takvi da je ∑dj=1 A j(x)ξ j 6= 0, ξ ∈ Sd−1, onda Teorema
3.3.2 implicira jaku konvergenciju θun −→ 0, za svako θ ∈S (Rd).
2
3.4 Lp-distribucije
Navodimo rezultate iz rada [6]. Uvodimo Lp-distribucije, dokazujemo njihove
osobine koje su u vezi sa osobinom slabe prekompaktnosti i pokazac´emo da su
H-distribucije za nizove u prostorima Lp− distribucija jednake nuli. Za definiciju
i visˇe detalja o osobinama Lp− distribucija preporucˇujemo [14], [31], [39].
Definicija 3.4.1 Neka je 1 ≤ q < ∞. Sa DLq(Rd) oznacˇavamo prostor funkcija
φ ∈C∞(Rd) tako da ∂αφ ∈ Lq(Rd), za sve multi-indekse α ∈ Nd0 sa topologijom







, m ∈ N0. (3.38)
Prostori DLq(Rd) su Fresˇeovi, prostor D(Rd) je gust u DLq(Rd) za 1 ≤ q <
+∞. Za q = ∞, umesto DL∞(Rd) posmatrac´emo potprostor
B˙(Rd)⊂DL∞(Rd) = {φ ∈C∞(Rd) |∂αφ ∈ L∞(Rd), α ∈ Nd0}.
Definicija 3.4.2 Sa B˙(Rd) oznacˇavamo zatvorenje prostora D(Rd) u topologiji
definisanoj preko niza normi ‖ · ‖m,∞:
‖φ‖m,∞ = sup
|α|≤m
‖∂αφ‖L∞ , m ∈ N0. (3.39)
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Prostor B˙(Rd) sadrzˇi funkcije iz DL∞(Rd) cˇiji svi izvodi kovergiraju ka nuli
u beskonacˇnosti. Jasno je da je B˙(Rd) zatvoren potprostor Fresˇeovog prostora
DL∞(Rd), pa je i B˙(Rd) Fresˇeov. Detaljnije o navedenim prostorima se mozˇe nac´i
u knjigama [14, Sekcija 6.1] i [39, VI.§8]. Dalje uvodimo duale prostoraDLq(Rd).
Definicija 3.4.3 Neka je p= qq−1 , q≥ 1 (za q= 1, p=∞). SaD ′Lp(Rd) oznacˇavamo















gde su W k,q(Rd) prostori Soboljeva. Za detalje preporucˇujemo [14].
Vazˇi sledec´a teorema (Sˇvarc, [39, Teorema VI.25])
Teorema 3.4.4 Neka je p ∈ [1,∞]. Tada:
a) za svaku distribuciju T ∈ D ′Lp(Rd) postoji n ∈ N0 tako da T mozˇe da se
predstavi kao konacˇna suma izvoda funkcija fα ∈ Lp(Rd), odnosno
T = ∑
|α|≤n
∂α fα , (3.40)
gde su fα ogranicˇene, neprekidne funkcije u Lp(Rd) i za p 6= ∞ svaka funkcija fα
tezˇi ka nuli u beskonacˇnosti.
b) Distribucija T ∈D ′Lp(Rd) ako i samo ako
T ∗ψ ∈ Lp(Rd), za sve ψ ∈D(Rd), (3.41)
gde je ∗ oznaka za konvoluciju, odnosno
〈T ∗ψ,ϕ〉= 〈ψ(y),〈T (x),ϕ(x+ y)〉〉
za ϕ ∈D(Rd).
Napomena 3.4.5 Primetimo da je (3.41) ekvivalentno sa:
postoji m ∈ N, tako da je za sve ψ ∈Cmc (Rd), T ∗ψ ∈ Lp(Rd). (3.42)
Zaista, (3.42) implicira (3.41) zato sˇto je D(Rd) ⊂ Cmc (Rd). Obratno, ako vazˇi
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za fα ∈ Lp(Rd). Dakle, za svako ψ ∈Cmc (Rd) vazˇi T ∗ψ = ∑
|α|≤m
∂α fα ∗ψ i
∂α fα ∗ψ = (−1)|α| fα ∗∂αψ ∈ Lp(Rd).
Zakljucˇujemo da je T ∗ψ konacˇna suma Lp funkcija i zato T ∗ψ ∈ Lp(Rd).
Napomena 3.4.6 (H-distribucije sa nizovima u prostorima Lp-distribucija)
Znamo da slaba konvergencija niza (vn)n u W k,q(Rd) implicira jaku konver-
genciju u W k−1,qloc (R
d), odnosno za sve ϕ ∈ D(Rd), (ϕvn)n konvergira jako u
W k−1,q(Rd). Zaista, vn ⇀ v u W k,q(Rd) implicira da
∂αvn ⇀ ∂αv
u Lq(Rd), za sve |α| ≤ k. Tada ∂αvn ⇀ ∂αv u W 1,q(Rd) za sve |α| ≤ k−1 i takod¯e
u Lqloc(R
d), zato sˇto je utapanje prostora W 1,q(Rd) u Lqloc(R
d) kompaktno prema
Relihovoj lemi.
Dalje za sve ϕ ∈D(Rd) i za sve |α| ≤ k−1 vazˇi da
∂α(ϕvn)→ ∂α(ϕv)
u Lq(Rd). Zato (ϕvn)n jako konvergira u W k−1,q(Rd). Sledi da slaba konvergen-
cija u DLq(Rd) implicira jaku u DLq,loc(Rd).
Dakle, ako pretpostavimo da un ⇀ 0 u D ′Lp(Rd) i da vn ⇀ 0 u DLq,loc(Rd),
onda vazˇi da ϕvn → 0 jako u DLq,loc(Rd) i za ϕ ∈ S (Rd) (sˇto sledi iz Teoreme
(4.5.1)). Zato je
lim
n→∞〈ϕ1un ,Aψ(ϕ2vn)〉= 〈µ,ϕ1ϕ¯2ψ〉= 0,
odnosno u ovom slucˇaju je pridruzˇena H-distribucija uvek trivijalna.
3.5 Test prostori i njihovi duali
Za Lq(Rd) prostore znamo da svaki ogranicˇen niz u Lq(Rd), 1 < q < ∞ ima slabo
konvergentan podniz (Teorema 1.1.4). Ista tvrdnja je tacˇna za L∞(Rd) ako umesto
slabe posmatramo slabu-? konvergenciju. U Primeru 1.2.6 videli smo da L1(Rd)
nema ovu osobinu. U nastavku podrazumevamo da je prostor slabo prekompak-
tan ako i samo ako svaki ogranicˇen niz ima slabo konvergentan podniz (prema
[17]). Cilj je da ispitamo da li ogranicˇeni nizovi u DLq(Rd) prostorima imaju
slabo (odnosno slabo - ?) konvergentne podnizove.
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Lema 3.5.1 a) DLq(Rd) je slabo prekompaktan za 1 < q < ∞.
b) B˙(Rd) nije slabo prekompaktan.
c) DL∞(Rd) je slabo - ? prekompaktan.
d) DL1(R
d) nije slabo prekompaktan.
Dokaz: a) Neka je 1 < q < ∞ i neka je (un)n ogranicˇen niz u DLq(Rd). Treba
da pokazˇemo da (un)n ima slabo konvergentan podniz. Ako (un)n ima kon-
stantan podniz dokaz je zavrsˇen, pa pretpostavljamo da to nije slucˇaj. Posˇto
je (un)n ogranicˇen niz u DLq(Rd), to jest u odnosu na norme (3.38), onda su
za svako n ∈ N funkcije un i svi njihovi izvodi ogranicˇene u Lq(Rd).
Kako je (un)n ogranicˇen u Lq(Rd) i Lq(Rd) je slabo prekompaktan, onda
ovaj niz ima slabo konvergentan podniz u Lq(Rd) koji oznacˇavamo sa
φn −⇀ φ0 ∈ Lq(Rd).
Niz (∂x1φn)n je takod¯e ogranicˇen u L
q(Rd), pa ima konvergentan podniz
(∂x1φ(1,0,...,0),n)n i funkcija φ(1,0,...,0) ∈ Lq(Rd) sa osobinama
∂x1φ(1,0,...,0),n −⇀ φ(1,0,...,0), i takod¯e φ(1,0,...,0),n −⇀ φ0.
Sˇtavisˇe, ∂x1φ0 = φ(1,0,...,0).
Na isti nacˇin dobijamo nizove ostalih izvoda. Dakle, za svako α ∈ Nd0 pos-






i φα = ∂αφ0.
Neka je A :N0→Nd0 bijekcija A(k) = αk, k ∈N0 i izaberimo niz (φαk,k)k∈N.
Primetimo da je niz (φαk,k)k podniz od (φk)k (pa ne sadrzˇi nijedan konstantan
podniz), niz (∂x1φαk,k)k je podniz od (∂x1φ(1,0,...,0),k)k i tako dalje. Posˇto je
granica slabo konvergentnog niza jedinstvena za α ∈ Nd0 vazˇi da
∂αφαk,k −⇀ φα u Lq(Rd).
Zakljucˇujemo da je (φαk,k)k podniz datog niza (un)n koji slabo konvergira u
DLq(Rd). Da bismo to pokazali neka je θ ∈ D ′Lp(Rd). Posˇto θ ∈ D ′Lp(Rd)
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∂ β fβ 〉= ∑
|β |≤p
(−1)|β |〈∂ βφαk,k, fβ 〉
i kada k→ ∞
〈φαk,k,θ〉 → ∑
|β |≤p
(−1)|β |〈∂ βφ0, fβ 〉= 〈φ0,θ〉.
To impicira da je φαk,k −⇀ φ0 u DLq(Rd).
b) Za Fresˇeove prostore vazˇi sledec´a teorema:
Fresˇeov prostor E je refleksivan ako i samo ako je svaki ogranicˇen skup u E
relativno slabo kompaktan (sˇto znacˇi da ima kompaktno zatvorenje u slaboj
topologiji, dokaz je naveden u [25, Propozicija 23.24, str. 276]).
Ako bi B˙ bio slabo prekompaktan prostor navedeno tvrd¯enje bi impliciralo
refleksivnost. Posˇto B˙ nije refleksivan ( videti Napomene o dualima i re-
fleksivnosti), sledi da nije ni slabo prekompaktan.




Posˇto jeDL∞(Rd) dual topolosˇko vektorskog prostora, posmatrac´emo slabu-
? topologiju na DL∞(Rd). Dakle, niz (un)n konvergira slabo - ? ka u u
DL∞(Rd) ako za svako g∈ (B˙(Rd))′=D ′L1(Rd) vazˇi da 〈un,g〉→ 〈u,g〉, n→
∞.
Neka je (un)n dati niz uDL∞(Rd), sˇto znacˇi da su sve funkcije un ogranicˇene
u odnosu na norme date sa (3.39). Odnosno, funkcije un i svi njihovi izvodi
su ogranicˇene u L∞(Rd). Dalje mozˇemo da primenimo analognu proceduru
kao u a) da bismo pokazali da ovaj niz ima slabo - ? konvergentan podniz.
d) Konstruisac´emo ogranicˇen niz u DL1(R
d) koji nema slabo konvergentan
podniz.
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Neka jeψ ∈D(Rd) tako da je suppψ =B(0;1) (zatvorena lopta poluprecˇnika
1 sa centrom u 0) i neka je




Definisˇimo niz funkcija fn(x) := ndψ(nx), n ∈ N. Primetimo da je
fn ∈D(Rd)⊂DL1(Rd),n ∈ N, fn ≥ 0,supp fn = B(0;1/n)
i ‖ fn‖L1 = 1. Niz ( fn)n je ogranicˇen u DL1(Rd), to jest u odnosu na sve
norme koje definisˇu topologiju prostora DL1(R
d).
Pretpostavimo da ( fn)n ima slabo konvergentan podniz ( fk)k.Kako je supp fk =
B(0;1/k), onda slaba granica niza ( fk)k mora biti nula.






fn ·1dx→ 0, n→ ∞, sˇto je u kontradikciji sa ‖ fn‖L1 = 1.
2
Napomene o dualima i refleksivnosti:
• Prostori DLq(Rd), 1 < q < ∞ su refleksivni, odnosno,(
(DLq(Rd))′
)′
= (D ′Lp(Rd))′ =DLq(Rd), 1 < q < ∞, p = q/q−1.
• ProstorDL1(Rd) nije refleksivan. Imamo Fresˇeov prostor i nasˇli smo ograni-
cˇen niz u DL1(Rd) koji nema slabo konvergentan podniz.
Dakle, [25, Propozicija 23.24, str. 276] implicira da DL1(Rd) nije refleksi-
van.
Primetimo i da (DL1(Rd))′ =D ′L∞(Rd) nije refleksivan.
• Kako je ((B˙(Rd))′)′ =DL∞(Rd) sledi da DL∞(Rd) nije refleksivan.
Zaista, B˙(Rd) je zatvoren u DL∞(Rd). Ako bi prostor DL∞(Rd) bio reflek-
sivan, onda bismo dobili da je i B˙(Rd) refleksivan, sˇto nije tacˇno (zatvoren
potprostor refleksivnog Fresˇeovog prostora je refleksivan, videti [25]).
Primetimo da onda i DL∞(Rd) nije slabo prekompaktan.
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3.6 Konvergencija u dualnim prostorima
Karakterizacija ogranicˇenih skupova u D ′Lp(Rd) je data u [1].
Karakterizacija je vazˇna zato sˇto fn konvergira jako ka nuli u DLq(Rd) ako i
samo ako za sve ogranicˇene skupove B′ ⊆D ′Lp(Rd) vazˇi,
sup
φ∈B′
〈 fn,φ〉 → 0, kad n→ ∞.
Podsetimo se sledec´e teoreme.
Teorema 3.6.1 [1, Teorema 1] Neka je B′ ⊆ D ′Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ ∞. Sledec´i uslovi
su ekvivalentni:
(I) B′ je ogranicˇen;
(II) Za svaki ogranicˇen skup B ⊆ DLq(Rd) kada je p 6= 1 i za svaki ogranicˇen
skup B⊆ B˙ kada je p = 1 postoji M > 0 tako da je
sup{|(T ∗φ)(x)| : T ∈ B′, φ ∈ B, x ∈ Rd}< M;
(III) Za svaki ogranicˇen otvoren skup Ω⊆Rd i za svaku funkciju φ ∈DLq(Rd)
kada je p 6= 1 i za svaku funkciju φ ∈ B˙ kada je p = 1 postoji Mφ > 0 tako da je
sup{|(T ∗φ)(x)| : T ∈ B′, x ∈Ω}< Mφ .
Kao posledicu ovih rezultata, dobijamo naredne propozicije.
Propozicija 3.6.2 Ako Tn ⇀ T u slaboj - ? topologiji na D ′Lp(Rd), onda:
(I) niz Tn ∗θ je ogranicˇen u Lp(Rd) za svako θ ∈D(Rd),
(II) postoji dovoljno veliko m ∈ N tako da je niz Tn ∗ φ ogranicˇen u Lp(Rd) za
svako φ ∈Cmc (Rd).
Dokaz: (I) Neka je q ∈ [1,∞); slucˇaj B˙ je slicˇan.




za svaki ogranicˇen skup B u DLq(Rd).
Neka je B1 = B∩D(Rd), gde je B jedinicˇna lopta u Lq(Rd). Oznacˇimo φ˘(x) =
φ(0− x). Za bilo koje θ ∈D(Rd) vazˇi
sup
n∈N;ϕ∈B1
|〈Tn ?θ ,ϕ〉|= sup
n∈N;ϕ∈B1
|〈Tn ? ϕ˘, θ˘〉|= sup
n∈N;ϕ∈B1
|(Tn ? (θ ? ϕ˘))(0)| ≤M,
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|〈Tn ∗θ ,ϕ〉| ≤M.
Dakle, skup {Tn ∗θ : n ∈ N} je ogranicˇen u Lp(Rd).
(II) Pokazˇimo da je {Tn ∗ θ : n ∈ N} ogranicˇen skup u Lp(Rd) za svako θ ∈
Cmc (Rd), za dovoljno veliko m.
Neka je ϕ ∈ DK(Rd) = {ϕ ∈ D(Rd) : suppϕ ⊂ K}, za kompaktan skup K ⊂
Rd . Posˇto je {Tn ∗ϕ : n ∈ N} ogranicˇen skup u Lp(Rd) sledi (gde je B1 kao u





|〈Tn ∗ ϕ˘, ψ˘〉|< ∞.
Dakle, {Tn ∗ψ : n ∈ N, ψ ∈ B1} je ekvineprekidna familija funkcija u D ′K(Rd) i
postoji okolina nule u DK(Rd),
Vm(ε) := {h ∈DK(Rd) : ‖h‖K,m ≤ ε},
gde je ‖h‖K,m = sup
|α|≤m
‖∂αh‖L∞(K), tako da je
h ∈Vm(ε) =⇒ sup
n∈N;ψ∈B1
|〈Tn ∗ ψ˘, h˘〉|= sup
n∈N;ψ∈B1
|〈Tn ∗h,ψ〉| ≤ 1.
Ovo implicira da je sup
n∈N;ψ∈B
|〈Tn ∗ ψ˘, h˘〉| ≤ 1 kada je h ∈Vm(ε), zato sˇto je B1 gust
u B. Isto vazˇi za zatvorenje od Vm(ε) u
DK,m(Rd) = {ϕ ∈Cm(Rd) : suppϕ ⊂ K} za kompaktan skup K⊂ Rd.




|〈Tn ∗h,ψ〉| ≤ c‖ψ‖Lq, ψ ∈ Lq(Rd).
Dakle, za svako h∈DK,m(Rd), skup {Tn∗h : n∈N} je ogranicˇen u Lp(Rd). 2
Propozicija 3.6.3 Neka je 1< p<∞. Ako Tn ⇀T u slaboj-? topologiji uD ′Lp(Rd),
onda postoji l ∈N i postoje nizovi (Sα,n)n∈N koji slabo konvergiraju ka Sα , |α| ≤ l
u Lp(Rd) tako da je
Tn = ∑
|α|≤l
∂αSα,n i T = ∑
|α|≤l
∂αSα .
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Dokaz: Neka je m ∈ N tako da je niz Tn ∗ϕ ogranicˇen u Lp(Rd) za svako ϕ ∈
Cmc (Rd) (postojanje takvog m je dokazano u Propoziciji 3.6.2).
Prema (VI 6.22) u [39], postoji k ∈ N, tako da je parametriks operatora ∆k u
Cmc (Rd), odnosno postoji θ ∈ D(Rd) i ψ ∈ Cmc (Rd) ⊆W m,q(Rd) tako da je δ =
∆kψ+θ . Dakle,
Tn = Tn ∗δ = ∆k(Tn ∗ψ)+Tn ∗θ , Tn ∈ B′.
Sa ∆ smo oznacˇili Laplasov operator, odnosno ∆x = ∂x1x1 + · · ·+∂xdxd .
Prema Lemi 3.6.2 su {Tn ∗ψ : n ∈ N} i {Tn ∗θ : n ∈ N} ogranicˇeni skupovi u
Lp(Rd). Sˇtavisˇe, oni konvergiraju slabo u Lp(Rd), zato sˇto za ϕ ∈D(Rd) vazˇi
〈Tn ∗ψ,ϕ〉 → 〈T ∗ψ,ϕ〉,
posˇto je 〈Tn, ψ˘ ∗ϕ〉 → 〈T, ψ˘ ∗ϕ〉 i D(Rd) je gust u Lq(Rd), 1 < q 6= ∞. Prema
Banah Sˇtajnhaus teoremi Tn ∗ψ konvergira slabo u D ′Lp(Rd). Isto vazˇi za Tn ∗θ .
Dakle, svaka funkcija Tn mozˇe da se zapisˇe u obliku Tn = ∑
|α|≤2k
∂αSα,n i T =
∑
|α|≤2k
∂αSα , pri cˇemu Sα,n ⇀ Sα u Lp, pa je tvrd¯enje pokazano. 2




Primetimo da smo u teoremama o postojanju H-mera i H-distribucija pretpostav-
ljali da je mnozˇilac ψ ogranicˇena funkcija. U oba slucˇaja ψ je neprekidna funkcija
definisana na sferi, koja se preko homogenosti reda nula definisˇe na Rd\{0}. Cilj
je da dokazˇemo teoremu o egzistenciji H-distribucija kada mnozˇilac ψ mozˇe da
bude i neogranicˇena funkcija. Zato c´emo koristiti teoriju pseudo-diferencijalnih
operatora da bismo uveli odgovarajuc´e klase mnozˇilaca. Takod¯e c´emo dokazati i
lokalizacijski princip, kao i odgovarajuc´e verzije komutacijske leme.
4.1 Prostori simbola
Uvodimo klase simbola koje c´emo koristiti.
Definicija 4.1.1 Neka su m∈R,N ∈N0 i σ ∈CN(Rd×Rd). Tada σ pripada klasi
SmN ako za sve α,β ∈ Nd0 takve da je |α| ≤ N, |β | ≤ N vazˇi




〈ξ 〉m−|α| < ∞. (4.1)
Primetimo da je sa | · |mN definisana norma, pa je SmN Banahov prostor. Definisˇimo
Sm = proj lim
N→∞
SmN . Tada je S
m Fresˇeov prostor. Primetimo da je Sm = Sm1,0 stan-
dardna klasa simbola pseudodiferencijalnih operatora, videti i Napomenu 1.5.3.
Analogno kao kod standardne klase simbola Sm, ako σ ∈ SmN , onda je σ sim-
bol pseudo-diferencirjalnog operatora reda m koji deluje na funkcije iz S (Rd) i




eixξσ(x,ξ )uˆ(ξ )d¯ξ , u ∈S (Rd).
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Dalje, simbol σ ∈ Sm (resp. SmN) je u klasi Sm0 (resp. SmN,0) ) ako za sve
α,β ∈ Nd0 (resp. |α|, |β | ≤ N) postoji ogranicˇena funkcija cαβ na Rd tako da
je lim|x|→∞ cαβ (x) = 0 za sve α,β ∈ Nd0 (resp. |α|, |β | ≤ N) i
|∂αξ ∂ βx σ(x,ξ )| ≤ cαβ (x)〈ξ 〉m−|α|, x,ξ ∈ Rd. (4.2)
Jasno je da je Sm0 zatvoren potprostor od S
m, a za ostale osobine simbola u ovim
klasama upuc´ujemo na [23], [41]
Napomena 4.1.2 Ako σ ∈ Sm i lim|x|→∞ cαβ (x) = 0 za α = β = 0, onda (4.2)
takod¯e vazˇi za sve α,β ∈ Nd0 (detalji se mogu nac´i u [23]). Sledi da je dovoljno
proveriti (4.2) za α = β = 0.
4.2 Teorema o Lp ogranicˇenosti pseudo-diferencijal-
nog operatora reda nula
Znamo da je operator Tσ , definisan u (1.14), ogranicˇen linearan operator iz Hqs (Rd)
u Hqs−m(Rd) kada σ ∈ Sm,s∈R,1< q<∞, (Teorema 11.9. u [40]). To je uopsˇtenje
Teoreme 10.7., takod¯e iz [40], gde je m = s = 0, odnosno, kada je σ ∈ S0, onda
je Tσ : Lp→ Lp ogranicˇen, linearan operator i vazˇi ocena ‖Tσu‖Lp ≤C‖u‖Lp . De-
taljnom analizom dokaza Teoreme 10.7 dobijamo sledec´u teoremu koja nam daje
neprekidnost u odnosu na simbol σ ∈ S0N , kada je N > 2d ceo broj.
Teorema 4.2.1 Neka je N ceo broj, N > 2d, 1< p<∞ i neka je T : S0N×Lp(Rd)→
Lp(Rd) definisan sa
T (σ ,u) = Tσu.
Tada je T neprekidan, bilinearan operator i postoji cN > 0 tako da vazˇi sledec´i
uslov
‖Tσu‖Lp ≤ cN |σ |S0N‖u‖Lp. (4.3)
Dokaz: Pratimo dokaz Teoreme 10.7 u [40]. Fokusirac´emo se na konstante koje
se pojavljuju u ocenama u Teoremi 10.7, odakle c´emo dobiti neprekidnost u odnosu




gde je Ql kocka sa centrom u l, sa ivicima paralelnim koordinatnim osama i duzˇine
jedan. Dalje uvodimo funkciju η ∈ C∞c (Rd), tako da je η(x) = 1 za x ∈ Q0 i
definisˇimo
σl(x,ξ ) = η(x− l)σ(x,ξ ), x,ξ ∈ Rd, l ∈ Zd.
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|(Tσlϕ)(x)|pdx, ϕ ∈S (Rd). (4.4)


















za λ ,ξ ∈ Rd . Iz Leme 10.9 u [40] sledi da za sve α , β ∈ Nd0 vazˇi
|(−iλ )β∂αξ σˆl(λ ,ξ )| ≤ cβ 〈ξ 〉−|α| sup
γ≤β ,x,ξ∈Rd
|∂αξ ∂ γx σ(x,ξ )|〈ξ 〉|α|.
Sledi da za svaki multi - indeks α ∈ Nd0 i za svaki pozitivan ceo broj n postoji
konstanta cn > 0 tako da je




|∂αξ ∂ βx σ(x,ξ )|〈ξ 〉|α|
)
. (4.6)
Dakle za svaki ceo broj N > d/2 iz (4.6) sledi da je
|∂αξ σˆl(λ ,ξ )| ≤ B|ξ |−|α| za |ξ |> ξ0, |α| ≤ N,
gde je
B = cN(1+ |λ |)−N max|α|,|β |≤N supx,ξ∈Rd
|∂αξ ∂ βx σ(x,ξ )|〈ξ 〉|α|.
Iz Teoreme 1.4.3 (Mihlinova teorema) sa





eixξ σˆl(λ ,ξ )ϕˆ(ξ )dξ , ϕ ∈S (Rd)
mozˇe da se prosˇiri do neprekidnog operatora na Lp(Rd) tako da je
‖T˜l,λϕ‖p ≤ ccN(1+ |λ |)−N |σ |S0N‖ϕ‖p, ϕ ∈ L
p(Rd). (4.7)
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Tada iz (4.5) sledi da postoji (nova) konstanta c > 0 tako da je
‖Tσlϕ‖p ≤ ccN |σ |S0N‖ϕ‖p
∫
Rd
(1+ |λ |)−Ndλ . (4.8)
Prema (4.8) i (4.4) za N > d sledi da postoji konstanta c > 0 tako da je∫
Ql
|(Tσϕ)(x)|pdx≤ ccpN(|σ |S0N )
p‖ϕ‖pp, ϕ ∈S (Rd). (4.9)
Lema 10.10 u [40] implicira da za funkciju ϕ ∈ S (Rd) koja je jednaka nuli u





gde je K(x,z) = (2pi)−d/2
∫
Rd
eizξσ(x,ξ )dξ , x,z ∈ Rd, u smislu distribucija. Iz
dokaza Leme 10.10 imamo da za svaki ceo broj k > d postoji konstanta Ck > 0
tako da je
|K(x,z)| ≤Ck|z|−k|σ |S0k , z 6= 0. (4.10)
Dalje konstruisˇemo kocke Q∗l i Q
∗∗
l kao u dokazu Teoreme 10.7. Preciznije, kocka
Q∗∗l je dva puta vec´a od Ql i Q
∗
l ima centar u l kao i Ql i Q
∗∗
l i Ql ⊂Q∗l ⊂Q∗∗l . Neka
je ψ ∈C∞c (Rd) funkcija sa nosacˇem u Q∗∗l , 0≤ ψ(x)≤ 1 i ψ(x) = 1 u okolini Q∗l .









Il ≤ c2pcpN(|σ |S0N )
p‖ϕ1‖pp+2pJl. (4.11)




|x− z|−k|ϕ2(z)|dz, x ∈ Ql, z ∈ Rd\Q∗l . (4.12)
Neka je r ≥√d+1. Tada postoji konstanta Cr,k > 0 tako da je
|x− z|−k
r+ |x− z|−k ≤Cr,k, (4.13)
za sve x ∈ Ql i z ∈ Rd\Q∗l . Iz (4.12) i (4.13) sledi da je




(r+ |x− z|)−k|ϕ2(z)|dz, x ∈ Ql, z ∈ Rd\Q∗l .
(4.14)
Dalje primetimo da za x ∈ Ql , z ∈ Rd\Q∗l vazˇi
r+ |x− z| ≥ r+ |l− z|+ |x− l| ≥ (r−
√
d/2)+ |l− z| ≥ µ+ |l− z|, (4.15)
gde je µ =
√
d/2+ 1. Dakle, prema (4.13), (4.14) i (4.15), koristec´i da je 1/p+





(µ+ |l− z|) k2 ( 1p+ 1q )
dz, (4.16)
gde je x ∈ Ql, z ∈ Rd\Q∗l . Iz nejednakosti Minkovskog u integralnoj formi i ne-

















Zakljucˇujemo da postoji konstanta C > 0 tako da za k/2 > d vazˇi





(µ+ |l− z|)k/2 . (4.17)
Prema (4.11) i (4.17) postoji C1 > 0 tako da je:∫
Ql










Sumiranjem po l ∈ Zd dobijamo ocenu∫
Rd










Dakle, sa k = N > 2d sledi trazˇena nejednakost, odnosno za sve ϕ ∈S (Rd) vazˇi∫
Rd





Kako ϕ ∈S (Rd) iS (Rd) je gust u Lp(Rd), dobijamo (4.3). 2
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Posledica 4.2.2 Neka je 1 < p < ∞, s,m ∈ R, N > 2d i σ ∈ SmN . Tada postoji
cN > 0 tako da vazˇi sledec´i uslov
‖T (σ ,u)‖H ps = ‖Tσu‖H ps ≤CN |σ |SmN‖u‖H pm+s , u ∈ H
p
m+s(Rd). (4.19)
Dokaz: Iz definicije norme na H ps (Rd) prostorima sledi da je
‖Tσu‖H ps = ‖F−1(〈ξ 〉sF (T〈ξ 〉−s(T〈ξ 〉−mσ(x,ξ )(T〈ξ 〉m+su)))‖Lp
= ‖Tσ1(x,ξ )(T〈ξ 〉m+su)‖Lp,
(4.20)
gde je σ1(x,ξ )= 〈ξ 〉−mσ(x,ξ )∈ S0. Primenom Teoreme 4.2.1 na (4.20) dobijamo
da za svaki ceo broj N > 2d postoji cN > 0 tako da je
‖Tσu‖H ps ≤ cN |σ1|S0N‖T〈ξ 〉m+su‖Lp = cN |σ1|S0N‖u‖H pm+s.
Kako je |σ1|S0N ≤ |〈ξ 〉|S−mN |σ |SmN ≤ c|σ |SmN , sledi uslov (4.19). 2
4.3 Mnozˇioci
U nastavku uvodimo klasu simbola koji zavise iskljucˇivo od ξ i koji imaju konacˇnu
regularnost. Definisˇemo ih na sledec´i nacˇin.
Neka m∈R, q∈ [1,∞], N ∈N0. Posmatramo prostor svih ψ ∈CN(Rd) za koje
je norma
|ψ|smq,N := max|α|≤N ‖∂
α
ξ ψ(ξ )〈ξ 〉−m+|α|‖Lq < ∞. (4.21)
Kompletiranje ovog prostora u odnosu na normu datu sa (4.21) oznacˇavamo
sa (smq,N , | · |smq,N ). Kada je q = ∞ imamo odmah Banahov prostor, odnosno uvedeni
prostor je jednak svom kompletiranju.
Definisˇemo operator Tψ sa simbolom ψ ∈ smq,N , kao u (1.14). Posˇto ψ zavisi
samo od ξ operator Tψ zovemo operatorom mnozˇenja i u ovom slucˇaju koristimo
oznaku Aψ . Primetimo da je
|∂αψ(ξ )| ≤ |ψ|s0∞,N |ξ |
−|α|, |α| ≤ N, |ξ |> |ξ0|> 0,
ako je ψ ∈ s0∞,N i N > d/2. Dakle, prema Teoremi 1.4.3, vazˇi sledec´i rezultat.
Posledica 4.3.1 Neka je N > d/2, 1 < p < ∞. Tada je Aψ neprekidan bilinearan
operator na s0∞,N×Lp i
‖A (ψ,u)‖Lp = ‖Aψ(u)‖Lp ≤C|ψ|s0∞,N‖u‖Lp. (4.22)




〈ξ 〉m−|α| = 0, za sve |α| ≤ N. (4.23)
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4.3.1 Separabilnost klasa simbola
Da bismo konstruisali H-distribucije koristic´emo Teoremu 1.1.5, pa dokazujemo
da su klase simbola kojima pripada test funkcija ψ separabilne.
Teorema 4.3.2 Prostor ((sm∞,N+1)0, | · |sm∞,N ) je separabilan.
Dokaz: Pokazac´emo da je S (Rd) gust u ((sm∞,N+1)0, | · |sm∞,N ). Posˇto je S (Rd)
separabilan, to implicira separabilnost i za ((sm∞,N+1)0, | · |sm∞,N ).
Neka je ψ ∈ (sm∞,N+1)0 i neka je ψn(ξ ) = (ψ ∗φn)χ(ξ/n), gde je χ ∈C∞c (Rd),
χ(ξ ) = 1 za |ξ | ≤ 1 i χ(ξ ) = 0 za |ξ | ≥ 2. Uvodimo i niz molifajera φn ∈C∞c (Rd)
na standardan nacˇin, odnosno
suppφn ⊂ B(0,1/n),
∫
φn = 1 i φn(ξ ) = ndφ(nξ ),
gde je supp φ ⊂ B(0,1).
Tada ψn ∈C∞c (Rd) i
|∂αξ (ψn(ξ )−ψ(ξ ))|
(1+ |ξ |2)m−|α|2
=
|∑β≤α ∂ βψ(ξ )∗φn∂α−βχ(ξ/n)−∂αξ ψ(ξ )|
(1+ |ξ |2)m−|α|2
=





























〈ξ 〉m−|α|−1〈ξ 〉 ≤C
∫
|y|ndφ(ny)|dy→ 0,n→ ∞.
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Za prvu sumu vazˇi
∑β<α 1n|α−β | |∂ βψ(ξ )∗φn||∂α−βχ|
(1+ |ξ |2)m−|α|2
=
∑β<α 1n|α−β | |∂ βψ(ξ )∗φn||∂α−βχ(ξ/n)|
(1+ |ξ |2)m−|β |2 (1+ |ξ |2) |β |−|α|2
≤ sup |∂
βψ(ξ )|
(1+ |ξ |2)m−|β |2
(1+ |ξ |2) |α|−|β |2 1
n|α−β | |∂
α−βχ(ξ/n)|
Neka je z = ξ/n. Tada je
sup
1
n|α−β | |∂ βψ(ξ )||∂α−βχ(ξ/n)|
(1+ |ξ |2)m−|β |2 (1+ |ξ |2) |β |−|α|2
= sup
1
n|α−β |nβ |∂ βψ(zn)||∂α−βχ(z)|







→ 0, n→ ∞,
zato sˇto ψ ∈ (sm∞,N+1)0. 2
Teorema 4.3.3 Neka je 1≤ q < ∞. Tada je prostor (smq,N+1, | · |smq,N ) separabilan.
Dokaz: Kao i u Teoremi 4.3.2 dokazac´emo da je S (Rd) gust skup u (smq,N+1, | ·
|smq,N ). Neka je ψ ∈ smq,N i neka je ψn(ξ ) = (ψ(ξ ) ∗ φn)χ(ξ/n), gde su χ i φn













(∫ ∣∣∣∑β<α 1nα−β ∂ βψ(ξ )∗φn∂α−βχ
(1+ |ξ |2)m−|β |2 (1+ |ξ |2) |β |−|α|2
∣∣∣qdξ) 1q
+




Dalje je (∫ ∣∣∣ 1nα−β ∂ βψ(ξ )∗φn∂α−βχ(ξ/n)






(1+ |ξ |2) |α|−|β |2 |∂α−βχ(ξ/n)|
(∫ ∣∣∣ ∂ βψ(ξ )





∣∣∣ ∂ βψ(ξ )





2 → 0, n→ ∞.








(∫ ∣∣∣∂αψ(ξ )∗φn−∂αξ ψ(ξ )
(1+ |ξ |2)m−|α|2
∣∣∣qdξ) 1q .






∣∣∣ ∂αψ(ξ )〈ξ 〉m−|α|
∣∣∣qdξ) 1q → 0, n→ ∞.








(∫ ∣∣∣∫ (∇∂αψ(ξ −θy)||y|ndφ(ny)|dy)
(1+ |ξ |2)m−|α|−12
∣∣∣qdξ) 1q ≤C∫ |y|ndφ(ny)|dy→ 0,n→∞,
sˇto je i trebalo pokazati. 2
U skladu sa oznakama operator mnozˇenja sa ϕ = ϕ(x) ∈S (Rd) oznacˇavamo
sa Tϕ .
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Teorema 4.3.4 Neka m ∈ R, ϕ ∈ S (Rd). Tada je TψTϕ kompaktan operator iz
Hqm(Rd) u H
q
−ε(Rd), za svako ε > 0 ako
1. ψ ∈ sm∞,N , N ≥ 3d+3;
2. ψ ∈ smq,N , N ≥ d+3, 1≤ q≤ 2.
Napomena 4.3.5 U dokazu Teoreme 4.3.4 u prvom delu c´emo koristiti operator
〈Dη〉2k = (1−∆)k i parcijalnu integraciju. Zato nam treba pretpostavka 2k =
d + 1, kada je d neparan broj i 2k = d + 2, kada je d paran broj. Da bismo
iskoristili Teoremu 4.2.1 u prvom slucˇaju nam treba pretpostavka N > 3d + 1, a
u drugom N > 3d + 2. Zbog toga pretpostavljamo da je N ceo broj takav da je
N ≥ 3d+3. U drugom delu dokaza primenjujemo operator (1−∆)k pa k mora biti
ceo broj vec´i od d, odnosno k = (d+1)/2, ako je d neparan broj i k = (d+2)/2,
ako je d paran broj. Ovo u oba slucˇaja implicira da je N ≥ d+3.
Dokaz: 1. Pokazac´emo da je simbol kompozicije TψTϕ , koji oznacˇavamo sa
σ , u Sm0,N−d−1, ako je d neparan ili u S
m
0,N−d−2, ako je d paran broj. Pod-
setimo se, ako σ1 ∈ Sm1 i σ2 ∈ Sm2 , onda postoji σ ∈ Sm1+m2 tako da je
Tσ1Tσ2 = Tσ i
σ(x,ξ ) =
∫ ∫
e−iyησ1(x,ξ +η)σ2(x+ y,ξ )dyd¯η , x,ξ ∈ Rd
postoji kao oscilatorni integral. Dakle, treba da pokazˇemo da za ψ ∈ sm∞,N ,
N ≥ 3d+3 i za ϕ ∈S (Rd) simbol kompozicije σ , dat sa
σ(x,ξ ) =
∫ ∫
e−iyηψ(ξ +η)ϕ(x+ y)dyd¯η , x,ξ ∈ Rd
pripada klasi Sm0,N−d−1, ako je d neparan ili S
m
0,N−d−2, ako je d paran. Pret-
postavimo da je d neparan broj. Dokaz je analogan u slucˇaju kada je d paran.
Iz Pitrijeve nejednakosti (1.15) imamo ocenu
|σ(x,ξ )|=






〈y〉−2k〈η〉−2l〈ξ 〉m〈η〉|m||〈Dy〉2lϕ(x+ y)|dyd¯η ≤C〈ξ 〉m,
za 2k > d i 2l−|m|> d. Posˇto je d neparan biramo 2k = d+1. Dalje, posˇto
ϕ ∈S (Rd) sledi da za svako M > 0 postoji cM > 0 tako da je
〈Dy〉2lϕ(x+ y)≤ cM〈x+ y〉−M ≤CM〈x〉−M〈y〉M.
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Tada je
|σ(x,ξ )| ≤ c〈ξ 〉m〈x〉−M (4.24)
ako izaberemo da je 0 < M < 1, zato sˇto je tada 2k−M > d. Dalje ocenju-
jemo izvode funkcije σ(x,ξ ). Vazˇi∣∣∣∫ ∫ e−iyη∂αξ ψ(ξ +η)∂ βx ϕ(x+ y)dyd¯η∣∣∣
=






m−|α|〈η〉|m−|α|||〈Dy〉2l∂ βx ϕ(x+y)|dyd¯η ≤ c〈ξ 〉m−|α|.
Dakle, |∂αξ ∂
β
x σ(x,ξ )| ≤ c〈ξ 〉m−|α| kada je 2k = d + 1, 2l > d + |m− |α||.
Kako ψ ∈ sm∞,N , sledi da je |α|+2k≤N. Tada nam pretpostavka N ≥ 3d+3,
odnosno, N−d−1> 2d, dozvoljava da koristimo Teoremu 4.2.1 u nastavku.
Dakle, pokazali smo da σ ∈ SmN−d−1 za neparan broj d i (4.24) implicira da
σ ∈ Sm0,N−d−1.
Nastavak dokaza je slicˇan dokazu Teoreme 3.2 u [41] koja tvrdi da ako σ ∈
Sm0 , onda Tσ : H
q
m(Rd)→ Hq−ε(Rd) je kompaktan operator, za m ∈ R,1 <
q <∞. Pratimo standardnu proceduru iz dokaza Teoreme 3.2, odnosno neka
je φ ∈ C∞c (Rd) tako da je φ(x) = 1 za |x| ≤ 1 i φ(x) = 0 za |x| ≥ 2. Za









. Operator Tσν je kompaktan zato sˇto je Tσ ogranicˇen iz H
q
m(Rd) u
Lq(Rd) (Teorema 4.2.1) i operator mnozˇenja sa φν je kompaktan iz Lq(Rd)
u Hq−ε(Rd), za svako ε > 0. Ako v ∈ Hqm(Rd), 1 < q < ∞, onda Teorema
4.2.1 implicira da postoji konstanta c > 0 tako da je
‖(Tσν −Tσ )v‖Hq−ε ≤ ‖(Tσν −Tσ )v‖Lq ≤ c|σν −σ |SmN−d−1‖v‖Hqm .
Dalje ocenjujemo
|σν −σ |SmN−d−1 = max|α|,|β |≤N−d−1 supx,ξ∈Rd
|∂αξ ∂
β










∂ β−γx (φ( xν )−1)∂αξ ∂
γ
x σ(x,ξ )|
〈ξ 〉m−|α| ≤ cα,γ(ν).
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Posˇto σ ∈ Sm0,N−d−1, sledi da je cα,γ(ν) = o(1) kad ν → ∞. Zakljucˇujemo
da
‖Tσν −Tσ‖L (Hqm,Hq−ε )→ 0 kad ν → ∞,
sˇto implicira da je Tσ takod¯e kompaktan operator.




ψ(ξ ), gde φ ∈ C∞c (Rd) uvodimo na isti nacˇin
kao u delu (1). Pokazac´emo da TψTϕ : Hqm(Rd)→ Lq(Rd). Tada je, kao u
























ixξ )ψ(ξ )F (ϕv)(ξ )d¯ξ
∣∣∣qdx) 1q ,
gde je Lξ = (1+ |x|2)−1(1−∆ξ ) i Lξ eixξ = eixξ . Posle parcijalne integracije
za k = bd/2c+1, to jest. 2k = d+1 za neparan broj d i 2k = d+2 za paran

































×∂ βF (ϕv)(ξ )dξ
∣∣∣qdx) 1q
Posˇto je 2k > d, onda je 2k = d+ ε1+ ε2, εi > 0, i = 1,2. Dalje vazˇi
‖Tψν−ψ(ϕv)‖Lq ≤ c sup
x∈Rd
∣∣∣φ( xν )−1〈x〉ε1 ∣∣∣|ψ|smq,N∥∥∥F ((−ix)βϕv)(ξ )〈ξ 〉m−|α|∥∥∥Lp.
Ako stavimo hβ = xβϕ sledi da je ‖Tψν−ψ(ϕv)‖Lq
≤ c sup
x∈Rd
∣∣∣φ( xν )−1〈x〉ε1 ∣∣∣|ψ|smq,N(
∫
Rd




∣∣∣φ( xν )−1〈x〉ε1 ∣∣∣|ψ|smq,N(
∫
Rd
〈ξ 〉p(m−|α|)|hˆβ ∗ vˆ|pdξ
)1/p
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Dalje koristimo Pitrijevu i Jangovu nejednakost, pa je ‖Tψν−ψ(ϕv)‖Lq
≤ c sup
x∈Rd
∣∣∣φ( xν )−1〈x〉ε1 ∣∣∣|ψ|smq,N∥∥∥F (hβ )(·)(1+|·|2) |m−|α||2 ∗F v(ξ )(1+|·|2)m−|α|2 ∥∥∥Lp
≤ c sup
x∈Rd
∣∣∣φ( xν )−1〈x〉ε1 ∣∣∣|ψ|smq,N∥∥∥F v(ξ )|(1+ |ξ |2)m−|α|2 ∥∥∥Lp
×








〈x〉ε1 |ψ|smq,N‖v‖Hqm → 0, ν → ∞.
Dakle, TψTϕ je granica niza kompaktnih operatora TψνTϕ i dokaz takod¯e im-
plicira da je TψTϕ : Hqm(Rd)→ Lq(Rd). Posˇto je
‖Tψν−ψ(ϕv)‖Hq−ε ≤ ‖Tψν−ψ(ϕv)‖Lq,
sledi da je TψTϕ kompaktan operator iz Hqm(Rd) u H
q
−ε(Rd), sˇto je i trebalo pokazati.
2
4.4 H-distribucije
U nastavku pretpostavljamo da je N ceo broj takav da je N ≥ 3d+5, kadaψ ∈ sm∞,N .
Zapravo, zbog primene Teoreme 4.2.1 videli smo da treba da pretpostavimo da
je N ≥ 3d + 3 (videti Napomenu 4.3.5). U narednim tvrd¯enjima c´e nam trebati
pretpostavka N − d − 3 > 2d, za d neparan broj i N − d − 4 > 2d, za d paran
broj, pa je zato N ≥ 3d + 5. Za ψ ∈ smq,N c´e biti dovoljno da pretpostavimo da je
N ≥ 2d+4, sˇto c´e biti jasno iz dokaza Teoreme 4.4.8.
4.4.1 Kompaktnost komutatora C = [Tψ ,Tϕ ] za ψ ∈ sm∞,N
Teorema 4.4.1 Neka je ψ ∈ sm∞,N , ϕ ∈S (Rd). Tada je komutator C = [Tψ ,Tϕ ] =
TψTϕ−TϕTψ kompaktan operator iz Hqm(Rd) u Lq(Rd). Ako sa p oznacˇimo simbol
operatora C, onda p ∈ Sm−10,N−d−3, ako je d neparan broj i p ∈ Sm−10,N−d−4, ako je d
paran broj.
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Dokaz: Neka je ψ ∈ sm∞,N , N ≥ 3d + 5, d neparan i ϕ ∈ S (Rd). Simbol kom-
pozicije TψTϕ je dat sa σ(x,ξ ) =
∫∫
e−iyηψ(ξ +η)ϕ(x+ y)dyd¯η , x,ξ ∈ Rd. Iz
Tejlorovog razvoja funkcije ψ u okolini tacˇke ξ imamo










(1−θ)2∂αξ ψ(ξ +θη)dθ ,
odnosno σ(x,ξ ) = I1(x,ξ )+ I2(x,ξ ), gde je





e−iyηηα∂αξ ψ(ξ )ϕ(x+ y)dyd¯η
i

















y ϕ(y)|y=x i slicˇno,










Dαy ϕ(x+ y)dyd¯η .
Simbol za TϕTψ je ϕ(x)ψ(ξ ), pa je simbol komutatora C dat sa






y ϕ(y)|y=x+ I2(x,ξ ),






y ϕ(y)|y=x. Jasno je da I˜1(x,ξ )∈ Sm−10,N−1. Dalje
treba da ocenimo I2(x,ξ ). Primetimo da je












y ϕ(x+ y)dyd¯η .














za 2k = d+1, 0 < M < 1, 2l > d+ |m−2|.
Iz dokaza Teoreme 4.3.4 sledi da I2 ∈ Sm−20,N−d−3. Posˇto I˜1(x,ξ ) ∈ Sm−10,N−1 ⊂
Sm−10,N−d−3 i I2 ∈ Sm−20,N−d−3 ⊂ Sm−10,N−d−3, sledi da je p ∈ Sm−10,N−d−3. Sada mozˇemo
da primenimo dokaz Teoreme 4.3.4, deo 1 i dobijamo da je C = Tp kompaktan
operator iz Hqm(Rd) u Lq(Rd).
Dokaz je analogan u slucˇaju kada je d paran broj. 2
Posledica 4.4.2 Neka ψ ∈ sm∞,N , ϕ ∈ S (Rd), m,s ∈ R. Tada je komutator C =
[Tψ ,Tϕ ] =TψTϕ−TϕTψ kompaktan operator iz Hqm+s(Rd) u Hqs (Rd). Ako p oznacˇava
simbol za C, onda je p ∈ Sm−10,N−d−3, kada je d neparan broj i p ∈ Sm−10,N−d−4, kada je
d paran broj.





svako ε > 0. To jednostavno sledi iz dokaza Teoreme 4.3.4 i iz Posledice 4.2.2.
Dokaz Teoreme 4.4.1 implicira tvrd¯enje. 2
4.4.2 Postojanje H-distribucija sa simbolom ψ ∈ (sm∞,N+1)0
Primetimo da je kompletiranje tenzorskog proizvoda S (Rd)⊗ (sm∞,N+1)0 isto za
ε i pi topologije, zato sˇto je S (Rd) nuklearan prostor([36], Teorema 50.1). Ko-
ristic´emo oznakuS (Rd)⊗ˆ(sm∞,N+1)0 za kompletiranje.
Teorema 4.4.3 Neka un ⇀ 0 u Lp(Rd) i vn ⇀ 0 u Hqm(Rd). Tada, do na podniz,
postoji distribucija µ ∈ (S (Rd)⊗ˆ(sm∞,N+1)0)′ tako da je za sve ϕ1,ϕ2 ∈S (Rd) i
za sve ψ ∈ (sm∞,N+1)0,
lim
n→∞〈ϕ1un,Aψ¯(ϕ2vn)〉= 〈µ,ϕ1ϕ¯2⊗ψ〉.
Dokaz: Posˇto ψ ∈ (sm∞,N+1)0, onda jeAψ¯(ϕ2vn) ∈ Lq(Rd). Simbol ψ zapisujemo
u obliku ψ(ξ ) =ψ1(ξ )ψ2(ξ ), ψ1(ξ ) = 〈ξ 〉m ∈ sm∞,N , ψ2(ξ ) = 〈ξ 〉−mψ(ξ )∈ s0∞,N .
Tada iz (4.22) sledi
‖Aψ(ϕvn)‖Lq ≤ c|ψ2|s0∞,N‖Aψ1(ϕvn)‖Lq ≤ c1|ψ|sm∞,N‖ϕvn‖Hqm .
U poslednjoj nejednakosti koristili smo uslov
|ψ2|s0∞,N = |〈ξ 〉
−mψ(ξ )|s0∞,N ≤C|〈ξ 〉
−m|s−m∞,N |ψ|sm∞,N ≤C1|ψ|sm∞,N .
Iz Pitrijeve nejednakosti i formule za inverznu Furijeovu transformaciju konvolu-
cije sledi

































∣∣∣F−1(vˆn(1+ | · |2)m2 )∣∣∣q∣∣∣(F−1(ϕˆ(1+ | · |2) |m|2 )∣∣∣qdx) 1q
≤C sup
x∈Rd





(1+ |ξ |2) d+12
‖〈ξ 〉d+1+|m|ϕˆ‖∞dξ ≤C‖〈ξ 〉d+1+|m|ϕˆ‖∞.
Na prostoruS (Rd) mozˇemo definisati niz semi-normi,
| f |k = sup
|α|≤k,ξ∈Rd
‖〈ξ 〉k fˆ (α)(ξ )‖∞, k ∈ N0,
koji je ekvivalentan sa nizom semi-normi definisanim u (1.1). Dakle,∣∣∣∣∫Rd unAψ(ϕvn)dx
∣∣∣∣≤C|ψ|sm∞,N |ϕ|d+1+dme. (4.25)




linearno i neprekidno i za fiksno ψ ∈ (sm∞,N+1)0 preslikavanje ϕ 7→ µn(ϕ,ψ) je
antilinearno i neprekidno. Ostatak dokaza je slicˇan dokazu teoreme o postojanju
H-distribucija (Teorema 3.2.2).
Fiksirajmo ϕ ∈S (Rd) i posmatrajmo niz preslikavanja
Φϕn : ψ 7→ µn(ϕ,ψ).
Dakle Φϕn ∈ ((sm∞,N+1)0)′ i mozˇemo da primenimo Teoremu 1.1.5 da bismo dobili
slabo - ? konvergentan podniz Φϕν
∗
⇀Φϕ , posˇto je ((sm∞,N+1)0, | · |sm∞,N ) separabilan.
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Preciznije, za svako fiksno ϕ ∈ S (Rd) konstruisˇemo linearno preslikavanje
Φϕ tako da je 〈Φϕν ,ψ〉 → 〈Φϕ ,ψ〉, ν → ∞ i ψ ∈ (sm∞,N+1)0. Zapravo, preko
dijagonalizacije dolazimo do podniza (Φϕν ) koji konvergira na gustom prebro-
jivom podskupu od (sm∞,N+1)0 , pa prema Banah-Sˇtajnhaus teoremi mozˇemo da
prosˇirimo preslikavanje na (sm∞,N+1)0. Tada, za fiksno ψ ∈ (sm∞,N+1)0, preslikavanje
ϕ 7→ 〈Φϕν ,ψ〉 je tacˇkasto ogranicˇen niz u S ′(Rd) koji konvergira na gustom pod-
skupu M ⊂S (Rd); sˇto se ponovo dobija preko dijagonalizacije. Banah-Sˇtajnahus
teorema implicira da 〈Φϕν ,ψ〉 konvergira ka 〈Φϕ ,ψ〉 na S (Rd). Pokazali smo da




ν ,ψ〉= 〈Φϕ ,ψ〉.
Sˇtavisˇe, prema (4.25),
|〈Φϕ ,ψ〉| ≤ c|ϕ|dme+d+1|ψ|sm∞,N .
Prema [36][Deo III, Poglavlje 50, Propozicija 50.7, str. 524] sledi da postoji
µ ∈ (S (Rd)⊗ˆ(sm∞,N+1)0)′ definisano sa






za sve ϕ ∈ S (Rd), ψ ∈ (sm∞,N+1)0, gde je uν podniz od un i vν podniz od vn.
Posˇto svako ϕ ∈S (Rd) mozˇe da se napisˇe kao ϕ = ϕ1ϕ2 za neke ϕ1,ϕ2 ∈S (Rd)
([28]), imamo da je 〈µ,ϕψ〉= lim
ν→∞
∫
uνAψ(ϕ1ϕ2vν)dx. Teorema 4.4.1 implicira





Time je dokaz zavrsˇen. 2
Napomena 4.4.4 Neka ψ0 ∈ sm∞,N . Dati dokaz implicira da je µn(·,ψ0) ogranicˇen
niz linearnih preslikavanja naS (Rd). Dakle, ima konvergentan podniz µnk(·,ψ0)
koji konvergira ka µ(·,ψ0) u S ′(Rd). Ako izaberemo drugo ψ1 ∈ sm∞,N mozˇemo
nac´i podniz od µnk(·,ψ1) koji oznacˇavamo sa µl(·,ψ1) i koji konvergira uS ′(Rd).
Na ovaj nacˇin nemamo isti niz za sve ψ ∈ sm∞,N . Zbog toga uvodimo separabilnu
klasu simbola (sm∞,N+1)0.
Posledica 4.4.5 Pretpostavimo da un ⇀ 0 u H p−s(Rd) i vn ⇀ 0 u H
q
s+m za s,m∈R.
Tada, do na podniz, postoji µ ∈ (S (Rd)⊗ˆ(sm∞,N+1)0)′ tako da je za sve ϕ1,ϕ2 ∈
S (Rd) i sve ψ ∈ (sm∞,N+1)0,
lim
n→∞〈ϕ1un,Aψ(ϕ2vn)〉= 〈µ,ϕ1ϕ2⊗ψ〉.
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Dokaz: Kao u dokazu prethodne teoreme posmatramo niz funkcionela
µn(ϕ,ψ) = 〈A〈ξ 〉−s(un),A〈ξ 〉sψ(ϕvn)〉.
Za ψ1(ξ ) = 〈ξ 〉−s i ψ2(ξ ) = 〈ξ 〉sψ(ξ ) imamo ocenu
|µn(ϕ,ψ)| ≤ ‖Aψ1(un)‖Lp‖Aψ¯2(ϕvn)‖Lq ≤ c|ψ|sm∞,N |ϕ|2d+2+d|m+s|e.
Primetimo da je limn→∞ µn(ϕ,ψ) = limn→∞〈un,Aψ(ϕvn)〉. Primenom Teoreme
4.4.3 i Posledice 4.4.2 sledi tvrd¯enje. 2
Teorema 4.4.6 Neka un ⇀ 0 u Lp(Rd),m ∈R. Ako za svaki niz vn ⇀ 0 u Hqm(Rd),
vazˇi
lim
n→∞〈un,A〈ξ 〉m(ϕvn)〉= 0, (4.26)
onda za svako θ ∈S (Rd), θun→ 0 jako u Lp(Rd), n→ ∞.
Dokaz: Pokazac´emo da je za svako θ ∈ S (Rd) i svaki ogranicˇen skup B ⊆
Lq(Rd),
sup{〈θun,φ〉 : φ ∈ B}−→ 0, n→ ∞.
Pretpostavimo suprotno, odnosno pretpostavimo da postoji θ ∈S (Rd), ograni-
cˇen skup B0 u Lq(Rd), ε0 > 0 i podniz θuν niza θun tako da je
sup{|〈θuν ,φ〉| : φ ∈ B0} ≥ ε0, za svako ν ∈ N.
Izaberimo φν ∈ B0 tako da je |〈θuν ,φν〉|> ε0/2. Posˇto φν ∈ B0 i B0 je ogranicˇen u
Lq(Rd), onda je (φν) slabo prekompaktan u Lq(Rd),odnosno, do na podniz, φν ⇀
φ0 in Lq(Rd). Posˇto je φ0 fiksirana funkcija imamo da 〈uν ,φ0〉 → 0 i
|〈θuν ,φν −φ0〉|> ε04 , ν > ν0. (4.27)
Primenom Teoreme 4.4.3 na uν ⇀ 0 u Lp(Rd) i A〈ξ 〉−m(φν −φ0)⇀ 0 u Hqm(Rd),
dobijamo da za svako ϕ ∈S (Rd) vazˇi
lim
ν→∞〈uν ,A〈ξ 〉m(ϕA〈ξ 〉−m((φν −φ0))〉= 0. (4.28)
Biramo ϕ = θ . Teorema 4.4.1 implicira limν→∞ 〈θuν ,φν −φ0〉= 0, sˇto je u kon-
tradikciji sa (4.27). 2
Iz dokaza Teoreme 4.4.6 i primenom Posledice 4.4.5 lako se dobija naredna
posledica.
Posledica 4.4.7 Neka un ⇀ 0 u H p−s(Rd). Ako za svaki niz vn ⇀ 0 u H
q
s+m(Rd)
vazˇi da je limn→∞〈un,A〈ξ 〉m(ϕvn)〉= 0, onda θun→ 0 jako u H p−s(Rd), n→∞, za
sve θ ∈S (Rd).
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4.4.3 Teorema o postojanju H-distribucija za simbolψ ∈ smq,N+1,
1 < q≤ 2
Kao i u slucˇaju simbola u klasi sm∞,N treba da pokazˇemo da C(ϕ2vn)=Tϕ1Aψ(ϕ2vn)−
AψTϕ1(ϕ2vn)→ 0 u Lq(Rd), ako vn ⇀ 0 u Hqm(Rd). Preciznije, vazˇi sledec´a teo-
rema.
Teorema 4.4.8 Neka ϕ1,ϕ2 ∈S (Rd), ψ ∈ smq,N , 1 ≤ q ≤ 2, N ≥ 2d+4. Tada je
(Tϕ1Aψ −AψTϕ1)Tϕ2 kompaktan operator iz Hqm(Rd) u Lq(Rd).
Dokaz: Oznacˇimo sa p(x,ξ ) simbol za Tϕ1Aψ −AψTϕ1 . Tada je






y ϕ1(y)|y=x+ p2(x,ξ ),
gde je










y ϕ1(x+ y)dyd¯ηdθ .
Slicˇno kao i u dokazu Teoreme 4.4.1, cilj nam je da aproksimiramo Tp nizom
kompaktnih operatora Tpν (x) = φ(x/ν)Tp(x), gde se φ uvodi na isti nacˇin kao i u
prvom delu dokaza Teoreme 4.3.4. Pokazˇimo prvo da TpTϕ2 : H
q
m(Rd)→ Hq1 (Rd).
Zatim c´e mnozˇenje sa φ implicirati da je TpνTϕ2 : H
q
m(Rd)→Hq1−ε(Rd) kompaktan
operator za svako ε > 0, pa je TpνTϕ2 : H
q
m(Rd)→ Lq(Rd) kompaktan operator.
Neka je







Posˇto ψ ∈ smq,N , sledi da ψα(ξ ) := ∂αξ ψ(ξ ) ∈ sm−1q,N−1, zato sˇto je |α|= 1, odnosno
(4.21) vazˇi za m−1. Ako v∈Hqm(Rd) i ϕ2 ∈S (Rd), sledi daAψα (ϕ2v)∈Hq1 (Rd).
Zaista,
‖Aψα (ϕ2v)‖Hq1 = ‖A〈ξ 〉(Aψα (ϕ2v))‖Lq = ‖Aψα (ξ )〈ξ 〉(ϕ2v)‖Lq .
Posˇto ψα(ξ ) := ∂αξ ψ(ξ ) ∈ sm−1q,N−1, sledi da ψα(ξ )〈ξ 〉 ∈ smq,N−1, sˇto se lako dobija
iz definicije (4.21). Kako ϕ2v∈Hqm(Rd) i N−1≥ d+3, sledi da jeAψα (ξ )〈ξ 〉(ϕ2v)∈
Lq(Rd) (ova osobina je dokazana u Teoremi 4.3.4). Dakle,
‖Aψα (ϕ2v)‖Hq1 < ∞ i
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‖((Dαy ϕ1(y)|y=x)T∂αξ ψ(ξ )(ϕ2v))‖Hq1 .
Oznacˇimo Dαy ϕ1(y)|y=x =: ϕα1 (x) ∈S (Rd). Tada je
‖ϕα1 (x)A∂αξ ψ(ξ )(ϕ2v)‖Hq1 = ‖ϕ
α
1 (x)vα(x)‖Hq1 ,




‖ϕα1 A∂αξ ψ(ξ )(ϕ2v)‖Hq1 ≤ |ϕ
α
1 |p‖vα‖Hq1 ,





|ϕα1 |p‖vα‖Hq1 < ∞.
Dalje zˇelimo da pokazˇemo da Tp2(ϕ2v) ∈ Hq1 (Rd).







′η〈ξ +η〉p2(x+ x′,ξ )dx′d¯η
]
F (ϕ2v)(ξ )d¯ξ .
Neka je σ(x,ξ ) =
∫ ∫
e−ix
































′η〈ξ +η〉Iθ (x+ x′,ξ )dx′d¯ηdθ ,
gde je




























〈Dx′〉2lIθ (x+ x′,ξ )dx′dη .
















〈Dy˜〉2k〈Dx′〉2lDαy˜ ϕ1(x+x′+ y˜)dy˜dη˜ .
Posˇto ϕ1 ∈S (Rd), sledi da za svako M ∈ N0 postoji C > 0 tako da je
|〈Dy˜〉2k〈Dx′〉2lDαy˜ ϕ1(x+ x′+ y˜)| ≤C〈x+ x′+ y˜〉−M.
Zatim primenom Pitrijeve nejednakosti dobijamo
C〈x+ x′+ y˜〉−M ≤C1〈x′〉M〈x〉−M〈y˜〉M.



























































Dobijamo da je ∣∣∣〈Dη〉2l′[〈η〉−2l〈ξ +η〉]∣∣∣≤ c2〈ξ 〉〈η〉−2l+1
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〈ξ +θη˜〉m−2−|r| 〈ξ 〉
m−2−|r|+1〈η˜〉|m−2−|r|||F (ϕ2v)(ξ )|d¯ξdη˜
≤ c6|ψ|smq,2d+4‖〈ξ 〉m−1|F (ϕ2v)(ξ )|‖Lp ≤ c6|ψ|smq,N‖〈ξ 〉m−1F (ϕ2v)(ξ )‖Lp < ∞.
Pokazali smo da je TpTϕ2 : H
q
m(Rd)→Hq1 (Rd). Treba josˇ pokazati da TpνTϕ2→




∥∥∥(φ( xν )−1)Tp1(ϕ2v)∥∥∥Lq +∥∥∥(φ( xν )−1)Tp2(ϕ2v)∥∥∥Lq.
Dalje za
∥∥∥(φ( xν )−1)Tp1(ϕ2v)∥∥∥Lq primenjujemo isti postupak kao u dokazu
drugog dela Teoreme 4.3.4 i zakljucˇujemo da∥∥∥(φ( xν )−1)Tp1(ϕ2v)∥∥∥Lq → 0,ν → ∞.
Za
∥∥∥(φ( xν )−1)Tp2(ϕ2v)∥∥∥Lq mozˇemo da primenimo prethodni dokaz i dobijamo
da
∥∥∥(φ( xν )−1)Tp2(ϕ2v)∥∥∥Lq→ 0,ν→∞ takod¯e, sˇto je i trebalo pokazati. 2
Posledica 4.4.9 Neka ϕ1,ϕ2 ∈S (Rd), ψ ∈ smq,N , 1≤ q≤ 2, N ≥ 2d+4, m,s ∈R.
Tada je (Tϕ1Aψ −AψTϕ1)Tϕ2 kompaktan operator iz Hqm+s(Rd) u Hqs (Rd).
4.4 H-distribucije 87
Dokaz: Drugi deo dokaza Teoreme 4.3.4 implicira da je TψTϕ kompaktan operator
iz Hqm+s(Rd) u H
q
s−ε(Rd), za svako ε > 0 i ϕ ∈S (Rd). Zaista, ako ψ ∈ smq,N , onda
〈ξ 〉sψ ∈ sm+sq,N . Dakle, ako v ∈ Hqm+s(Rd), onda
‖Tψ(ϕv)‖Hqs = ‖Tψ〈ξ 〉s(ϕv)‖Lq < ∞.
Zakljucˇujemo da za svaki slabo konvergentan niz vn ⇀ 0 u H
q
m+s(Rd) vazˇi da je
‖Tψ(ϕvn)‖Hqs−ε ≤ ‖Tψ(ϕvn)‖Hqs = ‖Tψ〈ξ 〉s(ϕvn)‖Lq → 0,n→ ∞,
sˇto sledi iz drugog dela dokaza Teoreme 4.3.4, odnosno Tψ〈ξ 〉sTϕ je kompaktan
operator iz Hqm+s(Rd) u H
q
−ε , za 〈ξ 〉sψ ∈ sm+sq,N .
Primenom Teoreme 4.4.8 dobijamo kompaktnost operatora (Tϕ1Aψ−AψTϕ1)Tϕ2
iz Hqm+s(Rd) u Hqs (Rd). 2
Teorema 4.4.10 Neka un ⇀ 0 u Lp(Rd), vn ⇀ 0 u Hqm(Rd), 1 < q ≤ 2. Tada, do
na podniz, postoji distribucija µ ∈ (S (Rd)⊗ˆsmq,N+1)′ tako da je za sve ϕ1,ϕ2 ∈
S (Rd) i za sve ψ ∈ smq,N+1,
lim
n→∞〈ϕ1un,Aψ(ϕ2vn)〉= 〈µ,ϕ1ϕ2⊗ψ〉.






koje su dobro definisane. Zaista, kao u dokazu Teoreme 4.3.4, za ψ ∈ smq,N+1 i


















‖(1+ |ξ |2)m−|α|2 F ((−ix)βϕvn)(ξ )‖Lp ,
≤ c|ψ|smq,N
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≤ c|ψ|smq,N
∥∥∥F (hβ )(ξ )(1+ |ξ |2) |m−|α||2 ∥∥∥
L1
≤ c|ψ|smq,N |F (hβ )(ξ )(1+ |ξ |2)
|m−|α||
2 |d+1,S ≤ c1|ψ|smq,N |ϕ|k0,S
za neko k0 ∈ N. Dalje je dokaz analogan dokazu Teoreme 4.4.3 i koristimo kom-
paktnost komutatora, to jest Teoremu 4.4.8. 2
4.5 Primene H-distribucija sa neogranicˇenim simbo-
lom
Pretpostavimo da un ⇀ 0 u H
p




Aα(x)∂αun(x) = gn(x), (4.30)
gde Aα ∈S (Rd) i(gn)n je niz temperiranih distribucija tako da
ϕgn→ 0 u H p−s−k(Rd), za svako ϕ ∈S (Rd). (4.31)
Vazˇi sledec´a teorema.
Teorema 4.5.1 Neka un ⇀ 0 u H pm(Rd),m ∈ R, 1 < p < ∞. Tada ϕun→ 0 jako u
H pm−ε(Rd) za svako ε > 0, ϕ ∈S (Rd).
Dokaz: Oznacˇimo sa Bl otvorenu loptu sa centrom u koordinatnom pocˇetku polupre-
cˇnika l ∈N. Relihova lema implicira da je H pm(Bl) kompaktno utopljen u H pm−ε(Bl),
za svako ε > 0. Posˇto un ⇀ 0 u H pm(Bl), dijagonalizacijskim postupkom dobijamo
podniz (koji oznacˇavamo isto kao i pocˇetni niz) tako da za sve l ∈ N
ϕun→ 0 in H pm−ε(Bl),ϕ ∈S (Rd). (4.32)
Biramo glatke funkcije χl tako da je χl(x) = 1 za x∈Bl i χl(x) = 0 za x∈Rd\Bl+1.
Tada je ϕ = χlϕ+(1−χl)ϕ i
‖ϕun‖H pm−ε ≤ ‖χlϕun‖H pm−ε +‖(1−χl)ϕun‖H pm−ε
≤ |χlϕun‖H pm−ε + sup|x|>l
|ϕ|k0‖un‖H pm ,
gde je sa |ϕ|k0 oznacˇena semi-norma za funkciju ϕ ∈S (Rd). Primetimo da (4.32)
implicira da ‖χlϕun‖H pm−ε → 0, n→ ∞.
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Posˇto un ⇀ 0 u H pm(Rd), postoji konstanta M > 0 tako da je ‖un‖H pm ≤M. Neka







Dakle, za dato ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da je ‖ϕun‖H pm−ε < ε za n > n0, odnosno
ϕun→ 0 u H pm−ε(Rd), sˇto je i trebalo pokazati. 2





∂α(Aα(x)un(x)) = fn(x) (4.33)
i
ϕ fn→ 0 u H p−s−k(Rd), za svako ϕ ∈S (Rd). (4.34)



























Posˇto un ⇀ 0 u H
p
−s(Rd), onda ∂αun ⇀ 0 u H
p
−s−|α|(R
d). Dakle, iz Teoreme 4.5.1
sledi da ϕ∂αun→ 0 u H p−s−|α|−ε(Rd), za svako ε > 0. Ako izaberemo ε = k−|α|,
sˇto mozˇemo da uradimo zato sˇto je |α|< k, dobijamo da
ϕ∂αun→ 0 u H p−s−k(Rd).
Dakle, ϕ fn→ 0 u H p−s−k(Rd). 2
Sada mozˇemo da pokazˇemo lokalizacijski princip.
Teorema 4.5.3 Neka un ⇀ 0 u H p−s(Rd), s ∈ R, zadovoljava (4.30) i (4.31) i ψ ∈
sm∞,N . Tada za sve vn ⇀ 0 u H
q






〈ξ 〉k µψ = 0 uS
′(Rd). (4.35)
Sˇtavisˇe, ako je ψ = 〈ξ 〉m i (4.35) implicira µ〈ξ 〉m = 0, onda θun −→ 0, u H p−s(Rd),
za sve θ ∈S (Rd).
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Dokaz: Neka vn ⇀ 0 u H
q
s+m(Rd), ϕ1 ∈ S (Rd), ϕ2 ∈ S (Rd) i ψ ∈ sm∞,N(Rd).



























gde je Ψα =
ξα
〈ξ 〉kψ(ξ ). Posˇto Ψα ∈ s
m+|α|−k
∞,N iz Teoreme 4.3.4 sledi da je AΨ¯α
kompaktan operator iz Hqs+m(Rd) u H
q
s−|α|+k−ε(R
d), za svako ε > 0, odnosno
AΨ¯α (ϕ2vn)→ 0 jako u H
q
s−|α|+k−ε(R
d), za svako ε > 0.
Dakle, kada je |α| < k mozˇemo da izaberemo ε = k− |α| i dobijamo jaku






















= 0, za svako ϕ ∈















◦Aψ i A ξα
〈ξ 〉k











∂αx (unAα) ,A〈ξ 〉−kψ(ϕvn)
〉
.
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Dakle, pokazali smo (4.35).
Ako je µ〈ξ 〉m = 0, onda Posledica 4.4.7 implicira da θun → 0 u H p−s(Rd), za
sve θ ∈S (Rd) 2
Teorema 4.5.4 Neka un ⇀ 0 u H p−s(Rd), vn ⇀ 0 u H
q
s+m(Rd) i σ ∈ sr∞,N , ψ ∈
sm∞,N , s,m,r ∈ R. Pretpostavimo da Aσun = fn → 0 jako u H p−s−r(Rd). Tada





= 0 u S ′(Rd). (4.37)
Dokaz: Pretpostavka implicira da A〈ξ 〉−r(Aσun) = A〈ξ 〉−r( fn)→ 0 u H p−s(Rd).
Sledi da
〈A〈ξ 〉−r(Aσun),Aψ(ϕvn)〉 → 0, n→ ∞, ϕ ∈S (Rd).
Iz osobine faktorisanja (ϕ = ϕ1ϕ2) i Posledice 4.4.2 sledi da je za sve ϕ1,ϕ2 ∈
S (Rd),
lim
n→∞〈ϕ1un,Aσ(ξ )〈ξ 〉−rψ(ϕ2vn)〉= 0,






Dakle,vazˇi (4.37), sˇto je i trebalo pokazati . 2
92 H-distribucije sa neogranicˇenim simbolom
Zakljucˇak
U trec´em poglavlju smo uveli H-distribucije na prostorima Soboljeva, sa
ogranicˇenim simbolom ψ , a u cˇetvrtom poglavlju uvodimo H-distribucije kada
je simbol ψ neogranicˇena funkcija.
Kada su nizovi u dualnom paru prostora Soboljeva W−k,p−W k,q, k ∈ N0 kon-
struisˇemo H-distribuciju pod pretpostavkom da je ψ ∈Cκ(Sd−1) i ψ prosˇirujemo
na Rd\{0} preko homogenosti reda nula (κ = bd/2c+ 1). Dokaz komutacijske
leme se u ovom slucˇaju jednostavno dobija preko Tartarove komutacijske leme i
interpolacijske nejednakosti (Lema 3.2.1). Dokazujemo i Teoremu 3.3.2 koja nam
daje (lokalno) jaku konvergenciju, ako je odgovarajuc´a H-distribucija jednaka nuli.
Preciznije, ako un ⇀ 0 u W−k,p i za svaki niz vn ⇀ 0 u W k,q je H-distribucija jed-
naka nuli, onda θun→ 0 jako u W−k,p.
Prilikom konstrukcije H-distribucija sa neogranicˇenim simbolom pretpostavlja-
mo da su nizovi un i vn slabo konvergentni u dualnom paru Beselovih prostora,
H p−s−Hqs . Simbol ψ ∈CN(Rd) i pripada nekoj od klasa smq,N za 1 ≤ q ≤ ∞. Sim-
boli u ovim klasama ne moraju biti ogranicˇeni. U zavisnosti od toga da li je q = ∞
ili 1 < q ≤ 2 dokazujemo teoremu o postojanju H-distribucija. Dokazi komuta-
cijske leme su dati u Teoremi 4.4.1 za simbol ψ ∈ sm∞,N i u Teoremi 4.4.8 za sim-
bol ψ ∈ smq,N , 1 < q ≤ 2. Dokazujemo i Teoremu 4.4.6 koja nam slicˇno kao u
trec´em poglavlju daje jaku konvergenciju θun → 0 za sve θ ∈S , ako un ⇀ 0 u
H p−s i za sve vn ⇀ 0 u H
q
s+m je odgovarajuc´a distribucija jednaka nuli. Za m > 0 je
Hqs+m ⊂Hqs , sˇto je razlika u odnosu na analognu teoremu u trec´em poglavlju. Kada
jeψ ogranicˇena funkcija moramo da posmatramo vn ⇀ 0 u Hqs , a sa neogranicˇenim
simbolom mozˇemo da posmatramo nizove u prostoru koji je sadrzˇan u Hqs .
Za sve klase simbola ψ dokazujemo lokalizacijski princip, odnosno prime-
njujemo H-distribucije na linearnu jednacˇinu sa koeficijentima u S . Jednacˇina
je prvog reda kad je simbol ogranicˇen, a kada je simbol neogranicˇen posmatramo
jednacˇinu reda k ∈ N.
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IZ H-mere i H-distribucije su mikrolokalni objekti koji se koriste za ispitivanje jake konvergencije
slabo konvergentnog niza u prostorima Lebega i prostorima Soboljeva. H-mere su uveli Tartar i
Zˇerar (koji ih zove mikrolokalne mere defekta), u radovima [34] i [19]. H-mere su Radonove mere
koje daju informacije o moguc´im oblastima jake konvergencije slabo konvergentnog L2 niza. Da
bismo mogli da posmatramo i slabo konvergentne Lp nizove za 1 < p < ∞, Antonic´ i Mitrovic´ u
radu [11] uvode H-distribucije.
U disertaciji dajemo konstrukciju H-distribucija za slabo konvergentne nizove u W−k,p pros-
torima, kad je 1 < p < ∞, k ∈ N i pokazujemo da kada je H-distribucija pridruzˇena slabo konver-
getnim nizovima jednaka nuli za sve test funkcije, onda imamo lokalno jaku konverenciju datog
niza. Takod¯e je pokazan i lokalizacijski princip, koji nam daje oblast u kojoj imamo lokalno jaku
konvergenciju slabo konvergentnog niza.
H-mere i H-distribucije deluju na test funkcije ϕ i ψ (odgovarajuc´e regularnosti) koje su
definisane na Rd i Sd−1 (jedinicˇna sfera u Rd), pri cˇemu je funkcija ψ , koju zovemo mnozˇilac,
ogranicˇena. U disertaciji uvodimo i H-distribucije sa neogranicˇenim simbolom, pri cˇemu pos-
matramo slabo konvergentne nizove u Beselovim H p−s prostorima, gde je 1 < p < ∞, s ∈ R. U
ovom delu koristimo teoriju pseudo-diferencijalnih operatora i dokazujemo kompaktnost komu-
tatora [Aψ ,Tϕ ] za razne klase mnozˇioca ψ , sˇto je potrebno za dokaz postojanja H-distribucija.
Takod¯e pokazujemo odgovarajuc´u verziju lokalizacijskog principa.
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H-measures and H-distributions are microlocal tools that can be used to investigate strong conver-
gence of weakly convergent sequences in the Lebesgue and Sobolev spaces.
H-measures are introduced by Tartar and Ge´rard (as microlocal defect measures) in papers
[34] and [19]. H-measures are Radon measures and they provide information about the set of
points where given weakly convergent sequence in L2 converges strongly. In paper [11], Antonic´
and Mitrovic´ introduced H-distributions in order to work with weakly convergent Lp sequences.
In this thesis we give construction of H-distributions for weakly convergent W−k,p sequences,
where 1 < p < ∞, k ∈ N. We show that if the H-distribution corresponding to given weakly con-
vergent sequence is equal to zero, then we have locally strong convergence of the sequence. We
also prove localization principle.
H-measures and H-distributions act on test functions ϕ and ψ ( regular enough) which are
defined on Rd and Sd−1 (unit sphere in Rd) and the function ψ , which is called multiplier, is
bounded. We also introduce H-distributions with unbounded multipliers and in this case we assume
that weakly convergent sequences are in Bessel potential spaces H p−s, where 1 < p < ∞, s ∈ R.
Theory of pseudo-differential operators is used in construction of H-distributions with unbounded
multipliers. We prove compactness of the commutator [Aψ ,Tϕ ] for different classes of multipliers
ψ and appropriate version of localization principle.
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